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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

В настоящем издании подвергнуто переработке изложение вопроса о 
сходимости рядов Фурье, которое проведено без использовании инте­
гральной формулы Дирихле и теоремы Фейера. Кроме того расширено 
введение, и прибавлен § 5 части П, в остальном же текст прежний. Вы­
ражаю благодарность моему ученику по Ломоносовскому институту 
В. Л. Гуревичу за участие в просмотре корректур.

ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Задача настоящей небольшой книги— дать изложение классической тео­
рии тригонометрических рядов Фурье и некоторых ее приложений к от­
дельным задачам математической физики и теории упругости. При по­
строении теории рядов Фурье, что составляет главную цель настоящего 
руководства, в некоторых случаях я отступаю от традиционных, обычно 
применяемых, способов изложения и доказательств. Так, я рассматриваю 
проблему суммирования рядов Фурье методом средне-арифметических Фейера 
ранее исследования их сходимости по двум основаниям: во-первых, вслед­
ствие того, что решение задачи суммирования рядов Фурье по методу 
Фейера проще проблемы сходимости таких рядов; во-вторых, на том ос­
новании, что прекрасная теорема Фейера позволяет сделать вывод, упро­
щающий рассмотрение задачи сходимости. При исследовании сходимости 
рядов Фурье в первую очередь я даю элементарное изложение этого во­
проса, не пользуясь интегральной формулой Дирихле, а основываясь на 
идее, лежащей в основе метода улучшения сходимости, подробно разви­
того в дальнейшем, ввиду большого значения этого метода для приложе­
ний. Доказательство теоремы Дирихле проводится мной, в отличие от об­
щепринятого способа, без пользования второй теоремой о среднем значении, 
что значительно упрощает для читателя понимание этого вывода. Наконец 
вследствие большого значения, которое имеют кратные ряды Фурье в 
приложениях, я посвящаю несколько страниц краткому изложению вопроса 
о сходимости двойных рядов Фурье, в теории которых за последние годы 
сделаны значительные успехи. Конец книги я отвожу для приложений 
теории рядов Фурье к некоторым конкретным задачам математической 
физики и теории упругости; в виде добавления к настоящему руковод­
ству я даю краткий обзор теории почти периодических функций, создан­
ной за последние годы.

Проф. И. Привалов.

ВВЕДЕНИЕ

Во многих приложениях математического анализа, как например при 
исследовании явлений колебания, мы встречаемся с периодическими функ­
циями, т. е. такими функциями, значения которых повторяются через 
определенный промежуток независимого переменного, называемый перио­
дом этой функции. Периодическая функция с периодом 21 характери­
зуется равенством f ( x - { - 2 l ) = / ( x ) ,  справедливым для всех значений 
независимого переменного. Для изображения периодических функций 
весьма удобно независимое переменное х  представлять посредством точки 
окружности. Так, если функция f ( x )  имеет период 27Г, то представим х  
как центральный угол круга радиуса 1, отсчитываемый от произвольно 
выбранного начального радиуса; тогда периодичность функции / ( х )  вы­
ражается в том, что всем точкам окружности однозначно соответствуют 
определенные значения функции.

Очевидно, чтобы знать периодическую функцию с периодом 21, нам 
достаточно рассматривать ее течение на любом промежутке длины 21, на­
пример в области —I <  Ж  /. Обратно, если нам дана произвольная 
функция / ( х ) ,  определенная в промежутке— /  <  х  «^ /, то мы можем ее 
всегда продолжить как периодическую функцию, назначая вне этого про­
межутка значения функции посредством равенств f ( x - \ - 2 n l ) = f ( x ) ,  где 
п обозначает произвольное целое положительное или отрицательное число. 
Эта операция продолжения приводит, вообще говоря, к функции прерыв­
ной в точках вида (2 л —f - 1)/.

Среди точек прерывности, которые может представлять функция f ( x )  
одного переменного, следует особо различать простейший случай прерыв­
ности, часто встречающийся в дальнейшем: х 0 называется т о ч к о й  п р е ­
р ы в н о с т и  п е р в о г о  р о д а  для функции / ( х ) ,  если, при возрастании 
переменною х  к х 0, f ( x )  стремится к конечному пределу, который обо­
значим, следуя Дирихле, через / ( х0 — 0), и если, при убывании 
х  к х 0, / ( х )  также стремится к конечному пределу, обозначаемому че­
рез / (,х0 +  0 ) 1. Если /( jc 0 + 0 ) = / ( x 0 —  0), то функцию f ( x )  можно 
считать непрерывной в точке х0, принимая f ( x 0) — f ( x 0 - \ - 0 ) = f ( x Q — 0), 
что мы и будем всегда предполагать в дальнейшем.

* Ради краткости пишут / (  +  0) и / (  — 0) вместо / ( 0  +  0) и / ( 0  — 0).
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В случае же / ( х0 -(- 0) =/=/ (л:0 —  0) х0 будет для функции / ( х )  точкой 
прерывности первого рода со скачком D = / ( x 0 -\- 0 ) — f ( x 0 —  0), 
причем D  очевидно не равно нулю.

Точки прерывности первого рода обладают существенным свойством, 
заключающимся в следующем.

Если некоторая функция у ( х )  имеет в х д точку прерывности первого 
рода со скачком D4 —  <р (дс0 -f- 0 ) — <р (х0 —  0 ), то, какова бы ни была 
функция f(x) ,  для которой хд также является точкой прерывности пер­
вого рода со скачком Df,  можно всегда найти постоянное К  так, что 
для функции F ( x ) = f ( x ) - \ - K < f  (х) будет / г( * 0 +  0 ) =  F(x0 —  0), т. е. 
что при надлежащем подборе постоянного К  функция F(x)  станет непре­
рывной в точке Хд.

Действительно, чтобы удовлетворить требуемому условию:

F (* 0 +  0 ) =  / 4 * 0 - 0 ),
или в раскрытом виде:

/(* ,о +  <>) +  * ¥  (*о +  ° ) = /(* < о -  0) +  АГтр (х0 -  0),

достаточно принять К =  —
Ф

Отмеченное свойство не существует для других точек прерывности, 
которые называются точками прерывности второго рода.

Это свойство позволяет в некоторых случаях, как мы увидим далее, 
делать заключения относительно любой точки прерывности первого рода 
на основании предварительного изучения точки первого рода частного 
вида. Во всех случаях, практически важных, точки прерывности функции 
/ ( х)  суть первого рода. Возвращаясь теперь к определению периодиче­
ской функции / ( х ) ,  мы заметим, что в силу периодичности, очевидно, 
значения х г и х 2, отличающиеся друг от друга на кратное 21, играют 
одну и ту же роль в рассуждениях, так что является почти бесполезным 
различать такие значения хг и х . .  Мы будем в этом случае писать 

заимствуя это обозначение из теории сравнений, и будем назы­
вать х л конгруэнтным х 3, подразумевая, что сравнение считается по мо­
дулю 21. Простейшей периодической функцией будет функция вида 
a sin (<олг -f- £), где а >  0 и <о, 5 'суть постоянные. Эту функцию называют

2тг
г а р м о н и к о й  с периодом Т  =  — ; число ш называется ее частотой, так

как, если есть число колебаний в единицу, то и равно числу колебаний

в промежутке 2тг. Число а называется амплитудой гармоники; оно дает 
максимальное значение, которое принимает функция a sin (шд:-(-£ ). На­
конец число (ox-j-5  называют фазой, а £ — начальной фазой.

ВВЕДЕНИЕ 7

Мы получим график функции у  == asin  (шх -f-£) из графика обыкно­
венной синусоиды, если изменим масштабы по направлениям осей коор­
динат в отношениях 1 : ш и а П , а затем переместим полученную кривую

вдоль оси абсцисс на расстояние —  (черт. 1).

На основании формул сложения тригонометрических функций возможно 
нашу гармонику представить в виде:

A cos шх -(- В  sin шх,

где A — a sin £, В  =  a cos £. Обратно, каждая функция вида A cos шх -J- 
-{-[В sin сод: представляет гармонику a sin (out -{- £) с амплитудой а —  
=  А* В* и начальной фазой £, определяемой из уравнений

А В
sin £ —  г— - -  - > cos £ =  —  _ .

У д * +  В* у А і _ ^ в і

Отсюда мы можем заключить, что сумма гармоник с одной и той же 
частотой о) изображает функцию того же видя, т. е. гармонику с ча­
стотой to,

Если мы будем рассматривать х  как время, а у  как координату дви­
жущейся точки, то гармоника у  —  a sin (шд; -j- £) выражает закон гармо­
нического колебательного движения. Хотя такого рода движения весьма 
часто встречаются в приложениях, однако большинство периодических 
движений имеют более сложный характер, представляя собою н а л о ж е ­
ние простых гармонических колебаний. С математической точки зрения это 
обозначает следующее: движение, например расстояние точки от ее по­
ложения равновесия, задается функцией времени, которая является сум­
мой некоторого числа гармоник. Геометрически волны отдельных гармо­
ник тогда прикладываются одна за другой, или, как принято говорить,
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они налагаются. Естественно при этом принимать периоды составляющих 
гармоник различными, так как сложение двух гармоник с одной и той 
же частотой дает снова гармонику с той же частотой, только с изменен­
ными амплитудой и фазой.

При сложении двух іармоник с частотами со,, о>3 имеется существен­
ное различие, смотря по тому, будут ли их частоты соизмеримы или нет. 
Рассматривая первый случай, примем сперва как простейший пример для 
второй частоты значение ш̂  =  2ш1. Тогда вторая гармоника имеет вдвое

_  2іг Т,
меньший период, так как Т2 =  -— =  - А  и, само собой разумеется, она

Z(l)j А
допускает не только период Тг , но также и двойной период Тѵ  потому 
что течение функции очевидно повторяется после изменения ее аргумента 
на двойной период. Эту гармонику с двойным числом колебаний и половин­
ным периодом называют первой верхней гармоникой к первоначальной. 

Аналогично гармоника с частотой <о3 =  Зсо, будет повторяться с пе- 
2іт

риодом —  = Т У Эту гармонику называют второй верхней по отноше-
о>і

нию к данной. Также мы можем рассматривать третью, четвертую и на­
конец ( л — 1)-ю верхнюю гармонику с частотами: 4<t>j, ш3 =  5о>3,.. ,
to =  пш1; каждая такая верхняя гармоника очевидно периодически по-

2іт
вторяется с периодом Г, =  -  - ,  и поэтому при сложении любого числа

со,
гармоник, которые все являются верхними к данной с основной часто­
той и , , мы получаем снова периодическую функцию с периодом 

2 тг
Г, —  — . Таким образом, складывая гармоники, начиная с основной и

“ і
кончая (л —  1)-й верхней ее гармоникой, мы получим периодическую 
функцию вида:

П
sn (* ) == а0 4 -  ^  (ак cos Ы х  -{- bk sin Ых),

к=1

причем прибавленное постоянное а0 очевидно не изменяет периодич­
ности.

Свободно располагая 2л 1 постоянными, содержащимися в этой 
формуле, мы получаем возможность образовать весьма сложные кривые 
с уравнениями у =  sn (х), течение которых совсем не напоминает плавной 
и симметричной формы обыкновенной синусоиды. В сказанном можно 
наглядно убедиться, рассматривая черт. 2 и 3.

В общем случае при сложении гармоник, у которых частоты нахо­
дятся в рациональных отношениях, периоды представляются как целые
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кратные общего основного периода. Поэтому и в этом случае мы полу­
чаем в результате периодическую функцию с основным периодом. Со­
всем иначе обстоит дело при сложении двух гармоник с несоизмеримыми 
частотами со, и со2 . Получающаяся в сумме функция не будет периоди­
ческой. Однако такого рода функции напоминают течение периодических 

у

Черт. 2.

У с л о в н ы е  о б о з н а ч е н и я :

sin Ох---------- *іпдг-------2
Sin 7х , sin Злг-------------

sin Ох , sin Зх sin 4х. . .  s i n * - —  _

Заставляя в выражении 

а,
(ак cos Ы х  -j- bk sin Ых)~\

*=і

число гармоник л неограниченно расти, мы приходим к бесконечному 
ряду вида:

?!2 і ѵ і  —  і і 2 ѵ',° *"* і "2° + ( а і COS co*-f г>, sin со*) - f  (а2 cos 2<o* -j- b2 sin 2co*)-f-. . . ,  (1)

гае ак, Ьк и ш суть постоянные числа.

функций, т. е. они „приблизительно" периодически повторяются, и потому 
их называют почти периодическими. За последние годы построена пол­
ная теория таких функций, краткий очерк которой мы дадим в конце 
этой книги.

Черт. 3.
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Свободный член берут с множителем —  для того, чтобы приводи­

мое далее выражение для коэфициентов было вполне общим. Такой ряд 
называют тригонометрическим. Когда тригонометрический ряд (1) схо-

2 тт
дится, он изображает функцию переменного дг с периодом 21, равным — ,

так как сумма ряда не меняет своего значения, если мы изменим ее 
аргумент х  на любое кратное числа 21. Обратно, если мы хотим пред­
ставить функцию / ( jc )  посредством тригонометрического ряда ( 1), то мы 
можем всегда предполагать эту функцию определенной в промежутке
—  1 < ^ х ^ 1  длины 21, продолжая f (x)  вне этого промежутка таким обра­
зом, чтобы она имела период 21.

Если в тригонометрическом ряде все коэфициенты Ьк суть нули, то 
имеем ряд из косинусов, если же все ак нули, то имеем ряд синусов. Та­
кие неполные тригонометрические ряды рассматривались в самом начале 
развития их теории, но они представляют неудобства в том отношении, 
что изменяют форму при преобразовании х  в х  с, между тем как 
полные тригонометрические ряды сохраняют свою форму при такой за­
мене переменного.

Иными словами, начало координат jc =  0 не является замечательной 
точкой для полного тригонометрического ряда, в то время как эта точка 
играет особую роль для неполных рядов косинусов или синусов. Дей­
ствительно в первом из этих двух случаев имеем для суммы ср (дг) тож­
дество tp ( jc )  =  ср ( — х),  в силу которого <р (х) называется четной функ­
цией; во втором случае для суммы о> (лг) ряда синусов имеем: о) (х) =
—  —  (о(— х), в силу чего ш (дг) называется нечетной функцией. Заметив 
очевидное равенство / ( jc)  ~  <р (х) -J- <j> ( jc) ,  м ы  заключаем, что, вычислив 
суммы (р(дс) и w(jc) неполных тригонометрических рядов косинусов и 
синусов, мы определим сумму f ( x )  полного тригонометрического ряда, 
при условии, если все три ряда сходятся. В силу этих соображений 
можно, ьак это делает Фурье, заниматься определением коэфициентов 
неполных тригонометрических рядов косинусов и синусов, служащих для 
представления функций <p(jr) л  о>(х) при изменении х  от 0  до /, и уже
отсюда вывести формулы, относящиеся к представлению функции- /(дг)
в промежутке (— I, I) посредством полного ряда, или же принять обрат­
ный метод, рассматривая неполные ряды как частные случаи полного
ряда. Мы в дальнейшем пойдем по этому второму пути.

Теория изображения функций действительного переменного посред­
ством тригонометрических рядов имеет исключительно важное значение 
как в силу того факта, что такой способ представления функций посто­
янно употребляется в различных ветвях математической физики и почти
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во всех дисциплинах чистой математики вплоть до теории чисел, так и 
благодаря тому, что эта теория оказала чрезвычайно сильное влияние на 
развитие современного математического анализа. Еще Эйлер пришел 
к рассмотрению тригонометрических рядов частного вида, занимаясь не­
которыми вопросами астрономии. Ему же принадлежит постановка во­
проса о том, всякая ли функция изобразима тригонометрическим рядом. 
Эта основная проблема была поставлена Эйлером после появления 
работы Д. Бернулли о колеблющейся струне, в которой исследуется 
вопрос о форме струны в состоянии поперечного колебания 3. Выведем 
натянутую струну длины I, два конца ко­
торой закреплены в точках дс =  0  и х — 1, 
из ее положения равновесия и предоставим 
ее самой себе в момент  ̂=  0 , не сооб­
щая начальной скорости. Обозначим через 
и ординату точки струны, в момент t  на­
ходящейся на расстоянии х  от постоянного 
начала в положении равновесия. При такой постановке задачи и является 
функцией двух независимых переменных х  и t, удовлетворяющей двум 
начальным условиям: 1) u — f ( x )  при t =  0 , каково бы ни было х, за-

du
ключенное между 0  и I, 2 ) — =  0 при і  =  0 и любом х  между 0  и /, и

dt

двум граничным условиям: 1) ц =  0  при х  =  0 и любом t, 2) и =  0 при 
х  =  1 и любом t. Выведем теперь диференцнальное уравнение, кото­
рому удовлетворяет функция u(x, t ) ,  дающая величину поперечного 
колебания струны, предполагая, что внешние силы отсутствуют, т. е. 
рассматривая случай свободных колебаний. С этой целью выделим эле­
мент струны ds =  ММ', который в равновесии занимал положение 
NN' —  dx  (черт. 4).

Имегм:

Черт. 4.

d s ~ y f  d x 2 - f -  du*  =  d  с dx,

du
пренебрегая квадратом малой величины — 2.

djc
du d гИ

Скорость точки М  есть 

М  совершается

перпендикулярно Ох; масса же элемента ММ' будет р dx,  где р обозна­

очевидно — , а ускорение— , так как 
dt at‘

движение точки

1 Под струной понимают тонкую нить, которая может свободно изгибаться и 
работает только на растяжение.

* Мы рассматриваем малые колебания, а потому и и считаются малыми
величинами.
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чает линейную плотность струны. Приравняз произведение массы эле-
Уи

мента струны на его ускорение, т. е. pc/jc — , силе, действующей на этот

элемент, мы получим искомое уравнение движения. Остается следова­
тельно подсчитать величину силы, действующей на выделенный элемент. 
На элемент ММ' действуют силы: натяжение Т0 в точке М \  направлен­
ное по касательной в точке М', и натяжение Т0 в точке М, направлен­
ное по касательной в точке М в обратную сторону. Так как мы рас­
сматриваем только поперечные колебания струны, предполагая, что точки 
струны движутся параллельно осн Ом, то мы должны ограничился со­
ставляющими по оси Ои, что нам даст:

Т0 sin а' —  Т0 sin а, 

ди
где

Замечая, что

sm а =

—
tg a  і*  ди

мы имеем:

sin

Ѵ ' + *  / > + ( £ ) '  1x1 

іла= ( г ) ѵ  5іла- ( і Ь -
Следовательно составляющая по оси Ои сил, действующих на выде­

ленный элемент, будет:

Т0

так как
[(£1

/  Ьи \  /  йм \  У и dx
\ Ъ х ) м' ) м <Н2

Итак уравнение движения будет:

У и Уи
* d x W  =  T* ^ d x '

Т
или, сокращая на dx  и обозначая — через а2, перепишем его в  виде:

У  и   2 У и
і і * ~ а Ус2'
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Будем искать решение последнего уравнения в виде: и — Х-Т,  где 
есть функция одного jc , а Т зависит только от t. Подставляя и — Х-  
в  наше уравнение, получим:

ХТ ” — а2Х"Т,
или

Г =  2 )С  
т  ~ а X '

Так как левая часть зависит только от /, а прэвая только от х,  то 
вследствие независимости х  и t  между собой, должно быть:

тп х п
—  — а2 —  =  const.

I /С

Эго постоянное будем считать отрицательным, так как

Уи
„ X" ,  Х"Т .  дх2 

const =  а2 —  =  а2—= = а 2 — ,
Л Л I и

Уи
вторая же производная  ̂ имеет знак, противоположный знаку и 1 

(черт. 4). Итак можем положить:
Т*' у»

—  =  а2 —  =  — а2пг.
Т X

Из уравнения X" — —  п2Х  находим:

X —  A cos пх -j- В  sin пх.

В силу граничных условий должно быть:

X  —  0 при jc =  0 и х  =  I,
что дает:

/4 =  0 , sin пі —  О,
откуда

пі— кл, или n —  — k,

где k —  любое целое число.
Таким ббразом имеем:

„  о • пкхХ — В  sin - у .

Точно так же из уравнения V  = — а2п2Т найдем:

Т = А г cos ant - |-  Bj sin ant.
В силу второго начального условия должны потребовать, чтобы

Т  —  —  Алпа sin ant - |-  В^па cos ant

1 При этом мы принимаем, что, когда и >  0, кривая и —и (х, t) обращена 
выпуклостью кверху, когда же п < 0, то — вогнутостью кверху.
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обращалось в нуль при t =  0, что будет при В , =  0. Итак имеем:

ankТ — А 1 cos ant =  Аг c o s - -  t.

Следовательно
~ ttAjc ankt 

и =  .XT =  С sin —  cos ——  ,

где C =  будет решением нашего уравнения, причем это решение 
удовлетворяет обоим граничным условиям и второму из начальных усло­
вий. Так как в наших рассуждениях к означает любое целое число, то 
мы получим бесконечную последовательность частных решений нашего 
диференциального уравнения, давая к значения 1, 2 , 3 , . . .  (при k = — 1, 
— 2 , —  3 , . . .  получим те же решения вследствие произвольности постоян­
ного множителя С; при к — О получим тривиальное решение и =  0). 
Следовательно мы нашли последовательность частных решений рассматри­
ваемого диференциального уравнения:

пкх ankt
T C0S~T:Cksin —р -c o s—у - (ft =  1, 2, 3 , . . . ) ,

каждое из которых удовлетворяет обоим граничным условиям и второму 
начальному условию задачи. Очевидно

_ . ттлг ant . . 2пх 2тгat  .
и =  2 ^  =  С, sm - г  cos- j -  - f  С2 sin —  cos —у - + . . . ,  (2)

А = 1

будучи суммой из ик, будет формально удовлетворять как диференциаль­
ному уравнению нашей задачи, так обоим граничным и второму началь­
ному условиям, каковы бы ни были постоянные Ск. Остается подобрать 
постоянные Ск так, чтобы и удовлетворяло первому начальному условию 
задачи, т. е. чтобы при t =  0 функция и обращалась в заданную a pri­
ori функцию / ( * ) .  Полагая в формуле для и переменное t равным зна­
чению 0 , получим:

/ ( х )  =  Cj sin у -  С, sin -f- ■ • • (3)

Таким образом и, определяемое формулой (2), дает решение постав­
ленной задачи о поперечном колебании струны, где постоянные Ск опре­
деляются, согласно формуле (3), как коэфициенты разложения данной

функции f ( x )  в ряд синусов дуг, кратных на промежутке (0 , /).

Д. Бернулли рассматривает свою формулу (2) как самое общее реше­
ние задачи. Для того чтобы это было так, нужно, чтобы функция f ( x )  
могла быть представлена в виде ряда синусов (3) для всякого х,  изме­
няющегося от 0  до I.

ВВЕДЕНИЕ 15

В эпоху Эйлера различали два рода кривых: с одной стороны, 
геометрические кривые, у которых х н у  связаны аналитическим соот­
ношением, с другой стороны, произвольные кривые, которые возможно 
изобразить графически по нашему желанию. Эйлер и его современники 
полагали, что второй класс кривых более широкий, чем первый. Отсюда 
понятно, чго, для того чтобы утверждение Бернулли, который рассматри­
вал свою формулу как общее решение задачи поперечно колеблющейся 
струны, было обосновано, нужно было доказать, что произвольная кри­
вая, представляющая начальное положение струны, могла быть опреде­
лена аналитически с помощью тригонометрического ряда, т. е. в сущно­
сти доказать совпадение произвольной кривой с геометрической кривой. 
Простейший случай, который можно рассмотреть, заключается в том, что 
за начальное положение струны принимают ломаную линию с двумя 
звеньями. Если принять справедливым утверждение Бернулли, то вы­
ходит, что один и тот же тригонометрический ряд может равняться 
одной линейной функции в одном промежутке и другой линейной функ­
ции в другом промежутке. Отсюда следует, что два аналитические выра­
жения, тригонометрический ряд и линейная функция, равны в одном 
промежутке и неравны в другом. Все это в ту эпоху казалось невозмож­
ным. В то время допускали, что два аналитические выражения, равные 
в одном промежутке, равны повсюду, и отсюда естественно заключали о 
том, что достаточно задать функцию с аналитическим определением в 
сколь угодно малом промежутке для того, чтобы она была тем самым и 
однозначно определена во всей своей области существования. Между 
прочим из таких воззрений происходит название „непрерывная" функция, 
которое Эйлер дал этим аналитически представимым функциям, постоян­
ным, с точки зрения Эйлера, по своим свойствам Только Коши дал 
впервые точное определение непрерывной функции, которым мы поль­
зуемся в настоящее время. Эти ложные воззрения на понятие функции, 
существовавшие у современников Эйлер» и задерживавшие эволюцию 
этого основного понятия математики, удалось разрушить окончательно 
Дирихле, которым впервые была строго разрешена основная проблема 
об изображении функции сходящимся тригонометрическим рядом. Ди­
рихле дал весьма общие условия, накладываемые им на класс функций, 
представимых помощью сходящихся тригонометрических рядов. С этими 
условиями Дирихле мы познакомимся н» страницах настоящего сочине­
ния. До появления работы Дирихле существовали лишь аргументы физи­
ческого характера, с помощью которых пытались доказать возможность 
разложения произвольной функции в сходящийся тригонометрический 
ряд. Например приводилось такого рода рассуждение: функция f ( x )  с
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периодом 21, 21 —  — , повсюду непрерывная, может быть рассматриваема

как определяющая в момент х  положение конца колеблющейся волны. 
Эта волна производит звук, который можно разложить на простейшие 
звуки; его гармоники соответствуют движениям, определяемым функци­
ями вида:

рл sin (пшх -{- Ел) —  ап cos пшх -f- bn sin пшх.

Таким образом f (x )  есть сумма таких простейших функций. Оче­
видно такого рода аргументы не могут заменить математического доказа­
тельства. Впрочем, что сразу показывает несостоятельность попыток та­
кого рода, существуют непрерывные функции, неразложимые в сходя­
щиеся тригонометрические ряіы.

Итак мы видим, сколь важное принципиальное значение имела про­
блема о возможности представления произвольной функции тригонометри­
ческим рядом в истории развития самого понятия функции. С другой 
стороны, к самой постановке этой общей проблемы математики пришли 
из рассмотрения частных задач математической физики, среди которых 
задача о колеблющейся струне была лишь первой из многочисленных 
других физических задач, приводящих к необходимости представления 
функций тригонометрическими рядами.

Ч А С Т Ь  I

ТЕОРИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ
§ 1. Приближенное выражение функций тригонометрическими 

суммами

Во многих вопросах естествознания приходится иметь дело с перио­
дическими функциями, и вследствие этого задача о приближенном изо­
бражении таких функций посредством тригонометрических сумм приобре­
тает особо важное значение. Допустим, что единица меры выбрана так, 
что период данной периодической функции / ( х )  равен 2тг *. Задача со ­
стоит в том, чтобы функцию / ( х)  приближенно изобразить посредством 
суммы косинусов и синусов аргументов, кратных х,  вплоть до л-й крат­
ности с подходяще выбранными постоянными коэфициентами; другими 
словами, нужно заменить функцию f (x )  с возможно малой ошибкой 
выражением такого вида:

S„ С*) =  f  +  “і cos *  +  Pi sin x  -|---------- (- a n cos nx +  $n sin nx. ( 1)

Нам нужно предварительно условиться в том, каким образом мы бу­
дем измерять погрешность, происходящую от замены функции / ( х)  три­
гонометрической суммой порядка я, при данном значении л. Для этой 
цели мы воспользуемся идеей, примыкающей к методу наименьших квад­
ратов. Величина погрешности в точке х,  получаемая при замене / ( х)  
тригонометрической суммой (1), равна f ( x ) — Sn(x)-, за меру погрешности 
изображения функции f ( x )  посредством суммы ( 1) во всем промежутке 
— іг<дс«^тг, составляющем один период, примем корень квадратный из 
средне-арифметического квадратов всех ошибок, т е. величину / л, где

+ *

4 = ^ \ \ f W ~ s n W dx-
— к

Наилучшее приближение значений функций / ( х )  доставит следова­
тельно та сумма Sn(x), для которой этот интеграл 12п, даюігий квадрат 

так называемой средней квадратичной ошибки, получает наименьшее

1 Следовательно частота ш = 1 , _________
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значение; на основании этого требования мы можем определить значения 
всех 2п —f— 1 коэфициентов:

а,), О } , . . . ,  а„, Pj, Pa,.
С этой целью преобразуем прежде всего выражение /*:

+ « \

— 11
+* +« +*  

j  и  с* )]* * * --h  j / w  w  ^  J  № * №

(2)

Подставляя во второй интеграл вместо SH(x) сумму из формулы (1), 
получаем:

+« +* +«

- і-  j / ( x )  5„(дг) * - £ ] / ( « ) * + £ j / ( l ) c o M *  +
— X — X —*

+  * "f *

+ ^ -  j* /C * )co sn x d x - \ -  -ĵ  jV (x )s in x < £ *  -}- • • • -j-
_  П — x

t *
+  “ -j  / ( * )  sin n x d x  —  ^  +

—  1C

при этом мы пользуемся обозначениями
+* +*

at = -і-  j ' / ( x )  cos vx dx,  A, =  -^ j / ( x )  sin vx dx. (I)

Интегралы вида (I) называются к о э ф и ц и е н т а м и  Ф у р ь е  функции 
/ ( х ) .  Прежде чем приступить к образованию третьего интеграла, который

отличается от второго тем, что функция / ( х )  заменена функцией Sn(x),

отметим ряд вспомогательных формул. Так как

cos (/ —  т ) х - \ -  cos (/ 4 - м ) х

cos /х  cos тх -
, если І ф т

1 4 - cos 2 тх ,
— '—  -------- , если 1 —  т,

то
+«

^  I 1 4 "  } •  <3')J \ тг, если l =  m J 1 7
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Заметив, что
cos ( / — т)х  —  cos (1 т)х 

 і  —    —   —  , если І ф т
sin lx  sin mx  =

1 —  cos 2mx
  -------- , если l^=m,

имеем:
+ •

0> “ ли (3-)J \ тг, если 1 =  m )

Наконец, замечая, что

sin (/ -}- m) x  -f- sin (l — m ) x

sin lx  cos mx  =  \ 

получим:

2 , если l  ф  m

sin 2mx
— - — , если l —  m

Г
\  sin lx  cos mx dx  —  0. (3"f)

— x

Теперь мы можем легко вычислить коэфициенты Фурье о г функции

2
S„(x). Действительно, при ѵ =  0, 1, 2  п находим:

+« +* +«  

j* Sn(x) cos vxd x =  ^ -  j* cos vx dx -Ь ai j"cos x  cos "*xdx-J- ■
— *  — *  — X

+* +*

• • • -f- a„ j" cos лх cos vx d x  -j- [5j J  sin x  cos vx dx  -}- • • • 

+«

-

+«

+  h [  sin nx cos vx dx.

Согласно формулам (3', 3"'), все члены справа равны нулю, кроме 
члена, содержащего а,, который равен а, • я.

Таким образом находим:
+«
j*5B(x )c o sv x d x  =  a ,-n  (ѵ =  0 , 1, . . . , л ) .
— X

Эта формула справедлива и при ѵ =  0, благодаря тому, что мы при­

соединили множитель - і-  к коэфициенту а0. Таким же образом находим



20 ТЕОРИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ

далее, что

j Sn(jc )s in v x d jc =  (і.-іт (v== 1, 2 , . . . ,  л).
—  JC

Итак коэфициенты Фурье от функции £„(*) равны

-fit

4 j Т  cos v x d x = ^  a„
—  Я

-f ic

I f l
i r j  2

5 B(x)sinvxdJr =  -2 ?v.

Следовательно для третьего интеграла получаем:

jl j  ( « . $ + » .  I ) =
—  it

= t + t £ « + |i-)-»=i

Подставим найденные значения второго и третьего интегралов в фор­
мулу (2) и произведем простые преобразования:

1 V  л а2
/J =  J ; j | / W ] > ^ - 2 f ’- £ ( a A  +  P A ) + T  +

—  Я

1 чг* i t *  а і> -  2аоао +  ао
+ 1 Е  к +  © = 2 і  J  i / w i  ’* *  +  - — т 5— г -

1 "
X  +  Т  X  №  ~  2 « а  +  «Э +  (R -  2?А +  ^ ]  -  Т  £  (аѵ +  Ф

ѵ=1

Таким образом окончательно получаем:

+.*
1

п/ 2 = —  [  
п 2n J

1 Л
+  т  £  К«, - « / + (Р, -  *,)*! — т  — 2

VSS 1 *= і

(4)

Эта формула сразу обнаруживает, что средняя квадратичная погреш­
ность приближенного выражения функции /(дг) посредством тригономе­
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трической суммы л-го поряака будет наименьшей, если коэфициенты этой 
суммы суть коэфициенты Фурье функции /  ( j c ) .  В самом деле, в этом 
и только в этом случае обращаются в нуль все квадраты разностей, 
т. е. исчезает в сумме целый ряд положительных слагаемых.

Величину /  наименьшей погрешности получим, подставляя в фор­
мулу (4) вместо a„ (1, соответственно а„ Аѵ, что дает:

ч*® п

Я “  2 і  I V M td x  — т  -  т  £ (a’ + ^ -  (4,)
—  Я  v  =  l

Эта наименьшая погрешность j a соответствует тригонометрической 
сумме Фурье л-го порядка

Я

Sn{x)  = - J + £ ( « , c o s v a : +  sin ух).
* = 1

Весьма важно отметить, что полученные значения коэфициентов Фурье 
н е з а в и с я т  о т  о б щ е г о  ч и с л а  ч л е н о в  тригонометрической 
суммы. Даже более того, если в апроксимирующей тригонометрической 
сумме значения некоторых коэфициентов заранее фиксированы, то и в этом 
случае, как показывает формула (4), наименьшая квадратичная погреш­
ность получится очевидно, когда значения остальных коэфициентов будут 
равны соответствующим коэфициентам Фурье функции f (x) ,  так как 
при этом обращаются в нуль все находящиеся в нашем распоряжении 
положительные слагаемые в выражении для / 2 Если, например, мы хо­
тим возможно ближе апроксимировать функцию /(jc )  посредством одного 
только члена с синусом ji^sin vjc (т. е. значения всех остальных а и р  
берем равными нулю), то и в таком случае мы получим для р, как раз 
написанное выше значение Ьг  Вследствие этого указанный метод при­
ближения оказывается особенно удобным на практике. Действительно 
апроксимируя функцию, ход изменений которой похож на ход изменения 
синуса, помощью одного только члена с sinyjc, и замечая при этом, что 
это приближение недостаточно точно, мы можем присоединить в виде 
слагаемых сколько угодно членов на основании того же принципа наи­
меньшей средне-арифметической суммы квадратов ошибок, не изменяя 
величины уже найденного первого члена.

Выражение (4) показывает, что при возрастании л, т. е. порядка 
тригонометрической суммы, погрешность } п может только уменьшаться 
т. е. точность приближения увеличивается при возрастании л. В даль­
нейшем мы увидим, что при неограниченном возрастании л погрешность 
/ ,  стремится к нулю, т. е. точность приближения можно сделать сколь
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угодно большой. Иными словами, мы докажем далее замечательное соот­
ношение:

+* О Л

1 Г а2
- J  [ / ( x ) ] * d x = - £  +  £ ( a J + A j ) .  ( 5 )

—  1C

Весьма важно отметить, что сходимость бесконечного ряда

4 +£«+**=1

уже вытекает из установленной здесь формулы (4'), которая показывает, 
что сумма

at со

Ѵ=1

не убывающая при возрастании п, остается при всяком я меньше посто­
янного числа

+•
- I j [ / ( x ) ] V x ,

— *

а следовательно стремится к конечному пределу при неограниченном воз­
растании п.

Так как общий член сходящегося ряда стремится к нулю, то заклю­
чаем: к о э ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е

+«

ап =  -і- ("/(•*) cos пх dx  
—*

и

Ья —  1 f ( x ) s m n x d x

—  К

с т р е м я т с я  к н у л ю,  к о г д а  л с т р е м и т с я  к б е с к о н е ч ­
н о с т и .

Во всем предыдущем анализе мы считали периодическую функцию 
/ ( х )  ограниченной и кусочно-непрерывной на области —  тс < [ х  <  и 1 
(следовательно и в любом конечном интервале).

* Мы называем /(х )  ограниченной и кусочно-непрерывной функцией в яро' 
межутке (а, Ь), если она удовлетворяет следующим условиям:

1°- |/ (х )  при а £? т sS *, где М — постоянное число.
2°. /  (дс) может иметь конечное число точек прерывности на (а, Ь).
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До сих пор мы рассматривали промежуток — т с<х=^тс ,  но мы 
могли бы конечно с таким же успехом взять любой промежуток длины 2 тс 
например (а, а -f- 2тс), так как подъинтегральные функции во всех 
встречающихся интегралах имеют период 2тс. В частности отметим, что 
в формулах (I) для ав и Ья можно заменить пределы — тс и -}-тс соот­
ветственно через 1  и a - f  2тс ( « —  произвольное число), не изменяя ве­
личины ая и Ья.

П р и м е ч а н и е  1°. Мы видели, что интегралы
2n-f-a 2л + я

j* /(x )c o sn x i£ c  и J / ( x ) s in n x d x
с  а

стремятся к нулю при неограниченном возрастании л, какова бы ни была 
функция / ( х ) ,  ограниченная и кусочно-непрерывная на промежутке 
(а , 2тс-{-а). Это заключение остается в силе, если за промежуток 
интегрирования принять любой сегмент (а, Ь), т. е. и н т е г р а л ы  

» »
j" f ( x )  cos пх dx  и J /  (х)  sin nx dx
a a

с т р е м я т с я  к н у л ю  п р и  н е о г р а н и ч е н н о м  в о з р а с т а н и и  п9 
е с л и / ( х )  —  ф у н к ц и я  о г р а н и ч е н н а я  и к у с о ч н о - н е п р е р ы в ­
н а я  на (а, Ь).

Этот случай приводится к доказанному путем введения вспомогатель­
ной функции <р(х), полагая:

/  /(•*). если a s s x s s ^
^ I 0 , если 6 < x s £ a - f -  2тс.

Мы считаем Ь а -(- 2тс, что всегда можно предполагать, так как 
интегралы, у которых промежуток интегрирования равен 2тс по предыду­
щему, стремятся к нулю с возрастанием п. Тогда, заметив, что

Ь а + 2 *

J  f { x )  cos пх dx —  J  <р (х) cos nx dx
a  a

И
а + 2 к

j" f (x )  sin n x d x  =  ̂ <f (x ) sin nx dx,

убеждаемся в справедливости нашего утверждения, так как интегралы 
правых частей последних равенств стремятся к нулю при неограниченном 
возрастании л, так как <f(x) есть функция ограниченная и кусочно­
непрерывная на (а, 2тс-}-а).
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П р и м е ч а н и е  2°. Из доказанной сходимости ряда

£ « 4 + Ф
л=1

вытекает сходимость радов 

00

л=1

Действительно, так как

/1 =  1

О,

ТО

и сходимость ряда

вытекает из сходимости рядов 

Аналогично доказывается' сходимость ряда

е'2-
§ 2, Ряд Фурье

Для всякой функции /(дг) периода 2тг, ограниченной и кусочно­
непрерывной в промежутке (— я, + я ) ,  можно составить последователь­
ность коэфициентов Фурье по формулам:

+ *

| / <а )  cosna da,

- f  Л

bn —  j"/ ( а )  sin па da  (л =  0 , 1, 2 , . . . ) .
—  Я

Тригонометрический ряд

-^0 -j- (а3 cos лс -f- sin x)  (a , cos 2x  -j- bt  sin 2x)  -f-

 t" co s n x  ■+■ bn s in  n x ) ~ \ -------  »

0 )
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в котором коэфициенты ап и Ьп определены по формулам ( 1), называется 
р я д о м  Фу р ь е ,  соответствующим функции /(дг).

Если ряд Фурье сходится при каком-либо значении дс0, то он схо­
дится и имеет ту же сумму для всех значений х,  дс =  дг0. Сумма ряда 
Фурье есть следовательно периодическая функция с периодом 2тт. По­
этому всякий ряд Фурье достаточно исследовать в каком-нибудь про­
межутке длины 2тг, например в промежутке — тг дг тг.

Основная задача теории рядов Фурье заключается в установлении 
условий, накладываемых на функцию /(д г ),. при наличии которых эта 
функция разлагается в ряде Фурье, т. е.

П

- f  £  (ак cos kx  - f  bk sin kx)  —  /(дг)
*~i

при л —► <», или, что то же,
оо

/ ( * )  =  - ^  +  £  (ak cos kx +  bk sin kx),
*= 1

где ak и bk определяются по формулам ( 1).
При помощц ряда Фурье мы осуществляем разложение сложной пе­

риодической функции /(дг) на составляющие гармоники, периоды кото­
рых относятся как

1- 1 • 1ь т  - г *
Очевидно, что тем самым сложный закон периодического явления, хграк- 
теризуемый функцией /(дг), приводится к ряду простых законов гармони­
ческого колебания. Эти простые законы действуют самостоятельно и не­
зависимо друг от друга, но действия их складываются. Так например 
рассмотрим вопрос о вынужденных колебаниях упругой системы и пред­
положим, что сила, вызывающая эти колебания, выражается посредством 
одной гармоники. Тогда легко установить, что при приближении периода 
этой силы Г к периоду т свободных колебаний рассматриваемой упругой 
системы амплитуда колебаний резко возрастает, т е. имеет место явле­
ние резонанса. Во многих случаях однако внешняя периодическая сила 
не может быть представлена в виде одной гармоники и тогда, чтобы 
разобраться в ее действии, нужно разложить ее на составляющие гармо­
ники, отдельно учесть действия этих составляющих и сложить их дей­

ствия. Так как периоды этих составляющих гармоник будут Т, -і- Т,

-і-  Т -- , то очевидно резкого повышения амплитуды можно ожидать не
і)

только тогда, когда т близко к Г, но и когда т близко к ~  Т, \т - -~
2 о
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Итак мы приходим к необходимости разложения периодической функ­
ции / ( jc)  в  ряд Фурье.

Основной метод для решения поставленной задачи состоит в следую­
щем. Заменяя в сумме (я —j— 1) первых членов ряда Фурье коэфициенты 
а к и Ьк по формулам Фурье, представляем эту сумму s„(х)  в виде инте­
грала:

п
*„(•*) =  y  +  Ц  К cos **  +  bksfn кх) =

*=/
-и

' “ J*/ ( а )  cos (а — jc )  - | - . c o s 2  (а —  х)  + . .  .-{-cos п (а —  * )J  da,

который легко преобразуется к виду: 

+*
» . (х )  - i f /  ( . ) « » « ( — +  ■» dtx  (2)
” w  2ttJ  1 — cos(a  —  jc)

—it

В этой цепи преобразований требует доказательства только последнее 
преобразование суммы

s (у) —  ~ Ь cosy 4 " c o s%У + •  ■ • 4 “ c o sпУ‘

Мы имеем:

2s (у) cos у  =  cos у - f - 2  cos у  cosy  4 - 2 cos у  cos 2у  *
• .■ --f- 2 c o sy  cos лу =  cosy  +  1 -j-  cos 2y cosy  -f- cos 3y - |-  • • •

• cos (л — l)y -j- cos (л -|- l)y =■ 1 +  2 cosy  - |-  2 cos 2y 4- • • *
• • > -f- 2 cos (л —  1 ) y  +  cos яу -{- cos (я -}- l)y ,

откуда
2s  (у ) (1 — cosy) =  cos лу —  cos (л 4 “ l ) y ,

и следовательно
. / . л  cosfly —  c o s (n - f - l )y .

W  2 ( 1 — cosy)

Заставляя теперь л стремиться к бесконечности, мы ищем предел вы­
ражения (2), каковой и будет представлять сумму ряда Фурье в точке jc. 

К исследованию этой задачи мы вернемся в дальнейшем. Теперь же за­
метим только, что если / ( х )  есть произвольная периодическая функция, 
ограниченная и кусочно-непрерывная на (— я, -f-я ) ,  то sn(х) не стре­
мится вообще к определенному пределу при л — -оо,  т. е. такая функция 
не является суммой ряда Фурье. Более того, можно построить пример пе­
риодической всюду непрерывной функции / ( j c ) ,  ряд Фурье которой рас-
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холится при отдельных значениях х  (точки расходимости могут образо­
вывать бесконечное множество точек, заключенное в промежутке (— я, 
-j- я ) 1. Итак даже непрерывная периодическая функция должна удовле­
творять дополнительным условиям, для того чтобы она могла быть рас­
сматриваема как сумма своего ряда Фурье.

Естественно возникает вопрос, нельзя ли произвольную непрерывную 
функцию изобразить рядом Фурье, вводя понятие обобщенной суммы 
ряда вместо обыкновенной, т. е. применяя к ряду Фурье тот или иной 
процесс суммирования, более общий, чем обыкновенная сходимость. На 
этот вопрос утвердительный ответ дается в дальнейшем.

П р и м е ч а н и е .  Ряд Фурье.

Оо 00 cos k x - \ - b k sin kx)
k = l

можно записать в более сжатой форме, если заметить, что

+  *
cos kx  +  isin  kx  =* e*x,l ah — bki —  ~ ^ f  (x)e~kxtdx.

—X

Придавая в последней формуле k целые значения как положительные, 
так и отрицательные, мы замечаем, что при замене k на — k коэфн- 
циент ак останется без изменения, а Ьк переменит знак. Таким образом 
сумма двух выражений вида (ак —  Ькі)екх‘ при значениях k, равных по 
величине, но обратных по знаку, будет:

(ак —  bki)ekxt — (<2а —|— bj )e~kxt =  2 (ак cos k x - \ - b k sin кх).

Следовательно, полагая

+«

=  У / ( * ) * - * " d * (*  =  0 , ± l t ± 2 , . . . ) ,

—X

можно записать ряд Фурье в следующем виде:

+ 0 0

- 0 0

• Вопрос о том, могут ли точки расходимости заполнять весь промежуток
(— я, к), до сих пор не разрешен и представляет одну из сложнейших проблем 
теории рядов Фурье.



28 ТЕОРИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ

§ 3. Теорема замкнутости

Д в е  ф у н к ц и и  /(лг) и <р(*) непрерывные в промежутке (a, ft) 1 
называются ортогональными в этом промежутке, осли они удовлетворяют 
условию:

ь
] * / ( * )  * ( * ) < / * = о.
а

Если дана система непрерывных функций

<Ро(*)> Ь  (-*)> <Р2 ^ ) -  ••»¥»(•*). (О

не равных тождественно нулю и удовлетворяющих условию: 

ь

j* ? (т ^ п)>
а

то говорят, что с и с т е м а  ( 1) е с т ь  о р т о г о н а л ь н а я  с и с т е м а  в 
п р о м е ж у т к е  (a, ft).

Так, например, система функций:

1, co s* , sin х,  cos 2* , sin 2*  cos пх, sin п х , . . .  (Г )

в силу соотношений (3', 3", 3'") § 1 есть ортогональная система в про­
межутке (— тт, тт).

Таковыми же для промежутка (0, гг) являются системы:

l ,c o s * ,  co s2* , .  . . ,c o s  п х , . . .  и s in * , sin l x , . . . ,  sin пх, . . .

Мы скажем, что о р т о г о н а л ь н а я  с и с т е м а  ф у н к ц и й  (1) е с т ь  
з а м к н у т а я ,  е с л и  не  с у щ е с т в у е т  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и ,  
к р о м е  т о ж д е с т в е н н о г о  ну ля ,  о р т о г о н а л ь н о й  к о  в с е м  
ф у н к ц и я м  э т о й  с и с т е м ы ,  т. е. если всякая непрерывная функ­
ция / ( * ) ,  удовлетворяющая условию: 

ь

\ f { * ) 4 n ( x ) d x = 0  ( п  =  0 > *• 2 * - - )  
а

есть необходимо тождественный нуль *
Покажем теперь, что т р и г о н о м е т р и ч е с к а я  с и с т е м а  ф у н к ­

ц и й  ( Г)  е с т ь  з а м к н у т а я .

1 Предполагается, что ни одна из этих функций не равна тождественно нулю,
а Очевидно замкнутость ортогональной систеуы есть понятие относительное: 

мы определяем здесь ортзгональную систему, замкнутую относительно семейства 
всех непрерывных функций.
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Действительно, предположив, что функция f(x),  непрерывная на 
(— тг, -f-тг), удовлетворяет условиям:

+ *  -И  + *

j / ( x ) d x =  0 , j  f ( x )  cos n x d x  =  О, jV (* )s in  n x d x — 0 ( n = l , 2 , . . . ) ,
— It — К —it

докажем, что / ( * )  =  0 .
С этой целью допуская, что / ( * )  не повсюду равна нулю, мы придем 

к противоречию.
Сделаем некоторые предварительные замечания.

Очевидно функция  ̂cos2 , рассматриваемая на про­

межутке (— тт,4 - тг), имеет максимум при *  =  0 , равный 1, и функция убы­
вает к конечным точкам промежутка до значения 0. Чем больше т, тем 
круче будет падение графи­
ка функции и тем меньше 
будет область вблизи * = 0 , 
внутри которой функция еще 
заметно отлична от нуля 
(черт. 5). ~х

Разлагая нашу функцию 
по формуле бинома и заме­
чая, что каждая степень cos *  выражается посредством линейной ком­
бинации функций co s* , cos 2 * , . . ..cosrn * , мы представим рассматри­
ваемое выражение

 ̂1 -f- cos *^ т

в виде
О о ві  c o s * - j - a ,  cos2* - f - -  • • - |- d mcosm *,

где do, dj dm, суть постоянные.
Введем вспомогательную функцию F(x) = / ( * - { - * 0) и заметим, что 

она в силу предположений относительно /( * )  будет ортогональна к функ­
циям системы (1'). Так, например:

+ *  «+•*
j  F  (* ) cos пх dx  = s Г Д а) cos п (а —  х„) du = j*  /(и ) cos я (а —  xQ)du1=

- *  —*+■*, - -
+  * 4-*

=  cos пхо j*/(n)cos пи da-J-sin я* 0 j* Д а) sin пи du =  0 .

Черт. 5.

Тут пользуемся периодичностью /(*).
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Умножая обе части равенства 

' 1 -f- cos и \ т(1 ~|~ cos и
 -  I =  во - |-  a, cos я -f- • • • -f- ат cos mu на f \u )  и

интегрируя, мы вследствие ортогональности функций F (и) и cos ku  по­
лучим:

+?
’ 1 -f- cos и \ т

Из последнего равенства мы получим противоречие, предполагая, что
/ ( ^  =  ̂ ( 0) ^ 0 .

Это противоречие возможно предвидеть, потому что вследствие вы­

шеупомянутого свойства функции
-f-c o sa

влияние в интеграле при

достаточно большом от окрестности и =  0 превосходит влияние осталь­
ной части интервала интеграции; таким образом соответствующие части 
интеграла вместе не могут давать нуля.

Дадим теперь строгое доказательство последнего факта. Пусть F ( 0) 
имеет положительное значение1; вследствие непрерывности функции F  (а)  
существует промежуток —  q ^ u ^ q ,  в котором F(u)~^> р, где ц поло­
жительное постоянное число.

Разложим теперь выражение

Г Z 1 - f -c o s /A
J  F ( U ) { 2 — )  dU'
— К

которое по предположению равно нулю, на два слагаемые

Г ч/ * +COSB\m . . Г ч /l- fco s iA *  .
Л =  I ^ ( “Д — 2 )  du и 72= J F W (  2 )  +

- ч

I Гг., 4-cos«\m .
+ -Р < “) (  *— j d“

Теперь найдем пределы для | / ,  [ сверху, а для Іл снизу. 
Очевидно имеем:

- ч
1 F(u)  cos2"1 у  du +

Я

I F(u)  cos2"1 у  du <  2nAf cos*"1 у
J

— Я
•J
ч

• Если F(0) <  0, то, изменив знак у F, придем к рассматриваемому случаю.
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Здесь М  обозначает верхнюю границу для абсолютной величины 
функции /^(ц) в целом промежутке, т. е. | Е (и) | Л1 Это неравенство 
становится очевидным, если заметить, что в области интеграции 
между — тг и — q, а также в области интеграции между q и 
тг подъинтегральная функция по абсолютной величине все время

меньше, чем М  co s ,m у , а длина интервала интеграции для каждого из

обоих интегралов меньше тг. Обозначая c o s * y  через \  где 0 < 1 < Ч ,

перепишем полученное неравенство так:
| / , |< 2 т г А Л -

С другой стороны,

/ ,  =  J  /=■(«) cos*"* у  Ss р j  cos2m у  du —  2 p Г  ̂1 —  sin* y j  du >  

—g —q 6

> 2 | i | ^ l  —  sin* y )  c o s y  < * и > 2 р | ^ 1  —  s i n y ^  c o s y d w .

Последний интеграл можно вычислить с помощью подстановки
и 1 и

sin у  =  t; у  cos —  d u =  dt:

j  ( 1 “  siny )  Я(:03\ Ли =  2 J(1 -  fT  dt =  [1 -  (1 -  p ) - 1]*

q
где p  —  sin у , положительное число, меньшее 1.

Так как (1 —  р ) л+1 <  1 —  р,  то имеем неравенство:

/
от 1 *

Как мы видели, / , - | - / а = 0 ,  поэтому | / ,  | =  \Іг |, следовательно

2 тгЛЛИ|> 4РѴ с— —  или Хт >  — р— 
т —р  1 от - j- 1

где с —  число, не зависящее от от.
Но это невозможно, если от достаточно большое, так как степень \ т

при возрастании от стремится к нулю быстрее, чем — ——- .
от -р  1

Иными словами, возможно от выбрать столь большим, чтобы V" <
с с

< '    , и тогда не может существовать неравенство Vя >  — :—  , кото-
ОТ -р  1 ОТ-р 1

рое мы выше получили.
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Таким образом, считая /(лг0)=^=0, мы пришли к противоречию, а по­
тому /  (х0) —  0. Так как это рассуждение имеет место для каждого значе­
ния х0 промежутка (— я, я), то доказано, что f ( x )  есть тождествен­
ный нуль.

Итак мы доказали свойство замкнутости системы тригонометрических 
функций, которое может быть формулировано так: ф у н к ц и я  / ( х ) ,  не ­
п р е р ы в н а я  в п р о м е ж у т к е  (— я, -j-я ) ,  н е  м о ж е т  и м е т ь  в с е  
с в о и  к о э ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е  р а в н ы м и  н у л ю,  не  б у д у ч и  т о ­
ж д е с т в е н н ы м  н у л е м.

Это свойство позволяет ответить на вопрос: в какой степени функция 
определяется своими коэфициентами Фурье?

Очевидно н е в о з м о ж н о ,  ч т о б ы  и м е л о с ь  д в е  р а з л и ч н ы е  
ф у н к ц и и ,  н е п р е р ы в н ы е  на (— я, + я ) ,  /,(лг) и / 2 (дг) с о д н и м и  
и т е м и  же  к о э ф и ц и е н т а м и  Ф у р ь е ,  так как их разность / 5 (х ) —  
— Л  (•*), для КОТОРОЙ все коэфициенты Фурье суть нули, была бы 
по предыдущему тождественным нулем.

Итак коэфициенты Фурье единственным образом определяют функцию.

§ 4. Сходимость рядов Фурье. Случай непрерывных функций.
В с я к а я  в с ю д у  н е пр е р ы в н а я ф у  н к ц и я /(лг), п е р и о д а  2я,  

п р о и з в о д н а я  к о т о р о й  о г р а н и ч е н а  и к у с о ч н о - н е п р е ­
р ы в н а  в п р о м е ж у т к е  ( — я,  - f  я),  и з о б р а ж а е т с я  с о о т в е т ­
с т в у ю щ и м  ей р я д о м  Ф у р ь е .  П о с л е д н и й  с х о д и т с я  а б с о ­
л ю т н о  и р а в н о м е р н о .

Чтобы в этом убедиться, мы применим к формулам, выражающим 
коэфициенты Фурье, интегрирование по частям:

1 Г „  , 1 / /( jc ) s in n * \+ *— I /(лг) cos пх dx  — — - I --------------- —
- * J / W  я  V « / - «

— It

J f*
' (лг) sin nx d x  —  —  —  I / '  (x)  sin nx dx,

— 1C — I t

Ья ~  I Sin **  dx =  — T  +
— 1C

+  —  j  /  (* )cos nx dx  =
— JC

так как по условию /( -J -n )  =  / (  —  я).

j " f  (лг) cos nx dx,
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Таким образом, обозначая через а'П и Ь'а коэфициенты Фурье для про­
изводной функции / ’ (лг), мы будем иметь:

Ь• А <

Мы видели, Что (§ 1, примечание 2°) ряды

00 I а I оо I Ь I у Ы  „ у  !_і!
Хшл n п
П = 1  Л  =  1

сходятся. Следовательно в силу ( 1) сходятся также ряды
00 00

Z w  и Z im*
Ц = 1  Л = г 1

Отсюда следует, что ряд Фурье с общим членом

an cos nx -f- bn sin пх

сходится абсолютно и равномерно, так как абсолютная величина егоя-го 
члена менее, нежели | <*„ | - j - 1 |. Итак- мы обнаружили, что наш рЯд
Фурье сходится равномерно и имеет суммой всюду непрерывную функ­
цию s(x).  Остается показать, что s (лг) =  /(лг).

С этой целью выразим коэфициенты ап и Ъп через. функцию s ( * )  
сумму ряда. Интегрируя равномерно сходящийся ряд почленно, получаем:

\ s ( x ) d x  =  ^ -  2я,

откуда

-И s  (лг) dx.

Подобным же образом, помножая все члены нашего ряда на cos лл: 
я интегрируя полученный равномерно сходящийся ряд почленно, помня 
при этом, что

+* +«

j" cos2 пх d x = i t ,  j" cos nx sin mx dx  =  0 ,

+_*
cos nx cos m x d x ~  0  (п ф т )J
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(см. § 1, формулы 3', 3"'), мы получаем:
+ *

а , =  —  \ s ( jc )  cos пх dx  
» я J

и аналогично
+ *

s (дг) sin пх dx  (п =  1,2 , . . . ) .

В прошлом параграфе мы видели, что если две непрерывные функции 
/ ( * )  и s (дс) имеют одинаковые коэфициенты Фурье, то они тождественны 
между собой.

Итак / ( х )  =  я(дг) и теорема полностью доказана.
*

§  5. Разложения функций (р(дс)=дс и ф (* )= .* »

В качестве первого примера рассмотрим разложение в ряд Фурье пе­
риодической функции ф (*), определяемой формулой

ф(дг) =  дг* при — я < д г « £ я .
Здесь

—  1C

1C 1C

1 Г 2 гд „ = з — \ х 2 cos т х dx — ----------\
-  тг J ™  J

_  2я2 
~  3 ’

дс sin /яле afje =

К  1C

2 Г
дг cos тх я/и*]

—  1C ---- 1C

2
тг/я2

При вычислении коэфициентов ам мы дважды применили формулу 
интеграции по частям.

Что касается коэфициентов Ьт, то они все равны нулю. 
Действительно подъинтегральная функция в

к

sin тх dx,

равная дс* sin тх,  есть нечетная: она меняет знак .вместе с изменением 
знака переменного х.  Поэтому в промежутке от — тс до я диференциал 
х 2 sin тх dx  принимает значения попарно одинаковые по абсолютной ве­
личине, но противоположные по знаку и суммы этих значений суть нули. 
Следовательно интеграл, входящий в Ьт, тоже есть нуль.
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Итак находим:

 ------ 4 I cos х  —
cos 2х  , cos Здг

х г (если — я  <  х  s£  я).

функцию, по-

функции ф(дг)

22 і а*

Вне промежутка —  я <  дс ^  я сумма ряда изображает 
лучающуюся периодическим продолжением а *  (черт. 6 ) .

То обстоятельство, что образованный ряд Фурье для 
действительно сходится к этой 
функции при всех значениях х  
следует из теоремы § 4, так как 
функция ф (дс) всюду непрерывна 
и ее производная ограничена в 
промежутке (—  я, -j- я). Получен­
ное разложение для функции ф (дс), 
как мы знаем, сходится абсолютно 
и равномерно.

В качестве второго примера 
составим ряд Фурье для функции
if (дг), определяемой формулой: <р (дг) =  х  при —  я <  х  < [  я. Эта функция 
имеет точки прерывности первого рода при х  =  (2п-{-  1) я ,  где п —  любое 
целое число (черт. 7). Поэтому к ней не приложима теорема § 4, и воз­

никает вопрос:- будет ли ее ряд Фурье 
сходиться и, если он сходится, то изо­
бражает ли он данную функцию у  (дс)? 
Эти вопросы мы подвергнем исследо­
ванию и полученными результатами во­
спользуемся в следующем § 6 для изу­
чения общего случая разложения в ряд 
Фурье прерывных функций.

Прежде всего образуем ряд Фурье 
для функции if (дг).

Черт. 6.

Здесь а. х  cos тх dx (т =  0,1,2, . . . )  суть нули, так как

подъинтегральные функции дг cos тх  являются нечетными. Что касается 
коэфициентов Ьт, то их вычислим методом интеграции по частям. Находим:



36 ТЕОРИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ

Итак искомый ряд Фурье функции <р(*) будет:

.  Г . sin 2х , sin 3* 1
< р ( * ) ~ 2 | sin л:------------------   ̂ J .

Исследование сходимости этого ряда будет основано на следующей 
теореме Абеля из теории рядов.

Дан ряд
и і + и а Ч --------------- Ь  “ ■ +  • • •  0 )

сходящийся или колеблющийся1 и последовательность положительных
чисел а ,, а2, . . .  ап, . . . ,  убывающих с возрастанием п и стремящихся
к нулю. Тогда ряд

« і “ і  +  а » и » 4 ---------И л  “ . + * • •
сходится.

Обозначим через sn сумму первых п членов  ̂ ряда (1). Если ряд (1) 
сходится или колеблется, то всегда существует постоянное число
И, ( Л > 0 )  такое, что | зя | <  Л при всяком п.

Обозначая через Sn сумму первых я членов ряда (2), имеем:

^ п  + р  $ п =  а л + 1 Ип + 1 ~ Ь ‘  ‘  '  “ 1”  а п + р и п + р '

Вторую часть этого равенства перепишем так:

а п + \  (5Л + 1 О  “ t-  а л + 2 ( Sn + г 5л + і )  Ч - '  " ’ " Ь  а п + р (Sn+P Sn + p - 1 )

“  а п+1 Sn “ Ь  а я+1 5я + 1 а я + 2 Sn+1 “ I-  а л + 2 5 я  + 2  ®л + 3 5 я  + 2  ~ Ь ‘

• • * a n + p s n + p - l  “ Ь  a n + p s n + p == « л + 1 ^я +  ^я + І  (« я+ 1  ^ я  + г ) - !- '

* ’ '  ~ Ь 5 Я +  Р - 1  ( а п+ р—1 а п + р)  - f "  ^n  +  p Sn + p '

Так как числа а убывающие, то все разности аП+к —  ап+>+1 поло­
жительны, и так как кроме того | sn | <  А,  то по абсолютной вели­
чине предыдущая сумма будет меньше чем

Л  [я я + і  *4" (® я + і а л + г )  “ Ь *  • ( ^ п + р - і  ®Я+р) Ч ”  ®Я+р1>

І^я+р - ^ І < 2 Лая + г .

При неограниченном возрастании п выражение 2 Лап+1 стремится к нулю, 
следовательно ряд (2) сходящийся.

Положим в частности «„ =  (— 1)л1е'иг/.
Тогда

1 -1 - еп*>
зя= е ^ — ем -\------- ± t r * 1= 0х1 Y Z r p ~  ‘

» То есть сумма первых я членов, взятая по модулю, остается меньше некото­
рого постоянного числа, не зависящего от я.
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Заметив, что
пх

cos Т
( п х .  пх \  ^cos_ + t s ,n _ j

1

1 — e"xl

cos

sin
nx

: I x  . . x  \  
r ( c o s T  +  ' s i n - j

( , nx nx\
s ia Y ~ lC0ST )

МЫ в и д и м

X
c o s -

1 -4- e™1

и, следовательно,

1 - f  exl

K l <

( cosf  +  /sinf ) ’ 

l<- 1

cos
2

== Л,
cos-

где Л — конечное число при любом х,  кроме *  =  іг.
ТЯшм образом ряд а ^ 1— age2x/~j-а^еЛх1— • • •, где числа а положитель­

ны и неограниченно убывают, будет сходящимся при любом х,  кроме х  =  п. 
То же заключение относится к рядам

a, cos х  — а2 cos 2 х -J- а3 cos З х  -
(Zj sin х  —  а2 sin 2 jc  -f- aa sin 3*  — • . . , (3)

представляющим действительную часть и коэфициент при мнимой части 
предыдущего ряда.

Очевидно, если

— 9 <  • * < ? ( ? < » ,
то

<
1

CO S-

и значит ряды (3) будут равномерно сходящимися. Заметим, что ряд 

ах sin х  — а3 sin 2дс +  a , sin Ъх. . .  сходится и при х  =  тг; полагая оп = —  ,

мы заключаем: 
р я д

s in *  — sin 2х , sin 3*
2 1 3

в с ю д у  с х о д и т с я ,  п р и ч е м  е г о  с х о д и м о с т ь  р а в н о м е р н а я
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во  в с я к о м  п р о м е ж у т к е ,  не  с о д е р ж а щ е м  т о ч е к  х  к о н ­
г р у э н т н ы х  с п.

Возвращаясь теперь к вопросу о разложении функции (р (дг) в ряд 
Фурье, мы видим, что этот ряд сходится при всех значениях х,  причем 
он сходится равномерно во всяком промежутке, не содержащем точек 
прерывности функции <р(дг). Чему равна его сумма? В точках прерыв­
ности дг =  тг сумма ряда равна нулю, т. е. среднеарифметическому пре­
дельных значений функции tр (дг) справа и слева, так как «р (тт —J— 0 ) =  
—  — я, ср (тг—  0) =  тт. Во всякой же точке непрерывности сумма ряда
равна <р (х). Действительно наш ряд является производным от ряда

Фурье функции -і-ф (дг) и будет равномерно сходящимся при — q
А

^  х (q <^п).  Следовательно его сумма равна -і- ф' (дг) =  —  • 2дг =  х,

если —  q * ^ x s £ q .  Итак, ряд Фурье функции «р (дс) сходится к значению 
самой функции во всех ее точках непрерывности, в точках же прерыв­
ности он сходится к средне-арифметическому предельных значений функ­
ции у  (дг) справа и слева. Обозначая через £ любое число между —  и 
и -f- я и заменяя в ряде Фурье для (р (х ) переменное х  через X —  Е, 
мы получаем ряд

/ еч f t r sin( * _ S) sin2 (дс — S) , s in 3 (дс —  £) ~\
<р ( * - £ )  =  2  ^ ^ ----------------------------------------------2 --------------------------- ■ * -------------3 ---------------------------------------- J

0 . 9  2 2
=  — — sin £ cos х  -f- -j- cos £ sin дг -f- - y  sin 2£ cos 2дг — cos 2 £ sin 2x  —

2 2— — sin 3 £ co s3 x -{ --~ -c o s3 E s in 3 x —  • • •, 
о о

который можно записать также в виде ряда Фурье с коэфициентами
д-1(  1 \я ( __ іу

а0 = 0 , ал =  2 - sinnE, =  2 — —  cosnE.

Этот ряд изображает функцию <р ( х — £) во всех ее точках непрерыв­
ности, в точках же прерывности этой функции х  —  £ - f - (2k  -j- 1) тт он схо-

<р (х  -f- 0 ) -)- <р (дс —  0 ) 
дится к нулю, т. е. к значениям--------------- ^---------------- .

S 6. Сходимость рядов Фурье. Случай прерывных функций
В § 4 мы исследовали разложение в ряд Фурье всюду непрерывной 

периодической функции /(дг), имеющей ограниченную кусочно-непрерыв­
ную производную, доказав, что в этом случае ее ряд Фурье сходится 
равномерно к функции /(дс). Этого не будет в случае, когда функция
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/ (дг) имеет точки прерывности, которые мы будем предполагать точками 
прерывности первого рода. Чтобы исследовать вопрос о разложении 
в рад Фурье в этом общем случае, мы воспользуемся результатами, по­
лученными в прошлом параграфе относительно прерывной функции у  (дг) 
специального вида.

Мы уже знаем, что функция

•£) sin 2 (дс —  £) sin 3 (дс — £)/  е, о Г~sin (дг - <р(дс — Е) =  2 I  -
2 1 3

непрерывна кроме значений дг =  £-}-п; в этих точках наша функция пре­
терпевает скачок от предельного значения слева тт к предельному 
значению справа —  тт. Далее известно, что ее ряд Фурье сходится к зна­
чению ір(х —  £) во всякой точке непрерывности этой функции, в точках 
же прерывности дг =  £-}-тт его сумма есть нуль, т. е. среднеарифмети­
ческое предельных значений —  тт и -f- тг справа и слева.

Пусть теперь /(дг) есть любая периодическая функция, имеющая 
в промежутке— и < дг< тгточки прерывности первого рода £,, £8, . . . , £ я 
со скачками J,, йп; ее производную мы предполагаем ограниченной
и кусочно-непрерывной функцией на (— п, іг). Образуем вспомогатель­
ную функцию

F(x)  = / ( д т )  —  А  <р ( . ^ т г — ^ )  п --------

 f c !p('C+ n - S «) -

Эта периодическая функция F(х)  всюду непрерывна (см. введение) и 
имеет ограниченную кусочно-непрерывную производную на (— тт, -|-тг). 

Вследствие теоремы § 4 функция F(х)  разлагается в равномерно 
сходящийся ряд Фурье. Мы получим очевидно ряд Фурье функции /(дг), 
если почленно сложим ряды Фурье функций

F ( x ) >  ^  ¥  ( * + * — ...................  ^  < р ( л г  + п  — £ „ ) .

Вместе с тем мы обнаружили справедливость следующего предложения: 
е с л и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  /(дг), д о п у с к а я  л и ш ь  т о ч к и  
п р е р ы в н о с т и  п е р в о г о  р о д а  [в конечном числе на (— тт, -f-n)J, 
о б л а д а е т  п р о и з в о д н о й  о г р а н и ч е н н о й  и к у с о ч н о - н е п р е ­
р ы в н о й  на  (— тт, — тг), т о  е е  р я д  Ф у р ь е  п о в с ю д у  с х о ­
д и т с я .  Он  с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  к /(дг) в о  в с я к о м  п р о ­
м е ж у т к е ,  н е  с о д е р ж а щ е м  н и к а к о й  т о ч к и  п р е р ы в н о с т и  
ф у н к ц и и  /(дг) в т о ч к а х  ж е  п р е р ы в н о с т и  с у м м а  р я д а  
р а в н б  с р е д н е а р и ф м е т и ч е с к о м у  п р е д е л ь н ы х  з н а ч е н и й  
ф у н к ц и и  / ( х )  с п р а в а  и с л е в а .



40 ТЕОРИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ

§ 7. Процесс средне-арифметических. Суммы Фейера

Процесс средне-арифметических основан на понятии обобщенного 
предела, данного Ч е з а р о .  Пусть дана бесконечная последователь, 
ность чисел s0, sv . . эта последовательность имеет предел а 
в обыкновенном смысле слова, если имеем при л>Л Г (е) неравенство 
|s  —  $я | < + ,  каково бы ни было данное наперед в, е > 0 .

Мы скажем, что эта последовательность имеет обобщенный предел о, 
если последовательность чисел о0, в1, . . . ,  ап, . . . ,  где

„  5o +  g i  Ч  І~ Дя -1
п п

имеет предел а в обыкновенном смысле.
Чтобы быть уверенным в отсутствии противоречий и в том, что 

обобщенный предел содержит как частный случай обыкновенный предел, 
мы должны показать, что если обыкновенный предел существует, то об­
общенный предел существует также и ему равен. Действительно пусть 
N = N j )  — число такое, что при п^> N  имеем:

I *  —  s« l < 6- О )
Заметив, что

„  _  50 ~ М і  Ч  М л г - 1  I  М я -1
п п ' л

на основании ( 1) получаем:

SN  Ч~ SN + 1 ~ • -Ч ~  s n - 1   п  N ^

где
. , .  п —  N  ,
І ч І < — г —  е < 8 .

потому что каждый член числителя левой части отличается от s меньше, 
чем на е по абсолютному значению.

Таким образом мы имеем:

, . =  ( і - | ) , + , + Ѵ ^ + ; " + »у - і .

Это равенство имеет место для всех значений л, n^>N)  Л7 постоян­
ное, определяемое заданием е.

Можно выбрать я достаточно большим так, чтобы

N  I I +   М лг-іо„ — s = -5 +  7:4- — ■— *я Я I I I  „

было по своему абсолютному значению меньше 2 е.
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Для этого достаточно выбрать N ' ^ N  таким образом, чтобы

^  I т I ^  Е н I “Ь “Ь* • • sn - i I ^  6
л | 5 | < 2 И I п | < _ 2

при л > Л / \
Следовательно при я > Л ^ ’ будем иметь:

le„ - « K - j - f - t  +  -|- =  2e.
Это доказывает, что

lira ол =  5 =  1іш sn, 
я-*00 л-»0О

всякий раз как lim sn существует, 
л-.00

Однако обобщенный предел может существовать в тех случаях, когда 
обыкновенный предел не существует. Простейший пример таков. Пусть 
дана последовательность чисел

1, 1, 1, 1, . .  •
Здесь 5Я= 1  или — 1, и sn не имеет обыкновенного предела, в то

время как sn имеет обобщенный предел равный нулю, потому что оя =  —

или нулю, смотря по тому, будет ли л нечетным или четным, а следова­
тельно 1і т о я =  0 . 

л-*оо
Для изучения рядов Фурье Ф е й е р приложил изложенное понятие 

обобщенного предела, основанного на рассмотрении средне-арифметических 
сумм оя вместо обыкновенных.

Рассматривая сумму sn(x)  первых л + 1  членов ряда Фурье, он по­
казал, что эта сумма sn(x) имеет при л —*оо обобщенный предел рав­
ный / ( х)  во всякой точке непрерывности функции f (x )  и равный 
/ ( х  +  0 ) +  f ( x  —  0 ) * п
--------------^— —   в любой точке прерывности первого рода, какова бы

ни была функция f (x ) ,  ограниченная и кусочно-непрерывная на 
(  —  тг +  іт).

Мы видели (§ 2, формула 2), что сумма л первых членов ряда 
Фурье выражается интегралом:

+ *
. ч 1 f , . . c o s O i — 1) Са —  х ) —  cos я (а — х) . 

* - .< * > =  S  } т  1 — cos(a — ------------ tda
— St

Суммы Фейера оп(х) будут:

С (jc)==*JL+f i  + •  ■ - К -1 ____L  +f  /(а )  1 — cos л <а ~ х) dq
пК } п 2пя J д  '  1 — cos(a  — *)
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или
а — х \  *

+* /  sin п -

Полагая в этом интеграле a =  x - \ - t ,  получим:

, 7  / — т Ѵ

Г <* + 0 ( і ^ Г Г ' =

последнее в силу периодичности подъинтегральной функции. 
t

Наконец, заменяя на t, получим:

It

“ Т
Разбивая в последнем интеграле промежуток интегрирования на части

^ о )  и y )  И изменяя знак у пеРеменн0Г0 в пеРвом интеграле,

■получим:

т. е.

« и м = ^ № + 2 0  + Л *  -  201 ( £ ? ) * * •  12)

о
Полагая, в частности в формуле (2 )/(д г )  =  1, получим:
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а по умножении обеих частей на А *  -----— , будет

*

/(X  +  0 ) + / ( ,  -  0)  =  №  +  0 ) + / ( ,  _  0)1 m

о
Вычитая из (2) равенство (2"), найдем:

a, w _ / ^ + ° ) + ^ - ° ) _

К

~2
=  — J  ( / ( *  +  2 0  - / ( х  +  0 ) + / ( *  -  2 0  - f { x  -  0 )] )  * dt.

О
Выберем 8 =  й(е) столь малым, чтобы имели место неравенства: 

|/(д г -[-2 0 - Д * - И ) | < - | - ,  | / ( д г _ 2 0 - / ( д : - 0) | < - 1 ,

когда 0  <  /  і ,  и разобьем промежуток интегрирования в последнем 

интеграле на части (О, і )  и | } ,

Мы получаем:

. , (, ) - А * + ° > + Я « - о >.

8

=  ^  j  [ / ( *  +  2 0  — f ( x  - f  0 ) - f  f ( x  -  2 0  - f i x - 0)] j  *dt  +
0

It

Так как по условию функция / ( а )  ограничена на отрезке ( —  я -j-ir), 
то каково бы ни было а, можем считать

\ № \ < м ,

где М  —  некоторое постоянное.
Оценим теперь абсолютные величины интегралов / я и Кп,
Имеем:
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о о
При выводе последнего неравенства мы воспользовались неравенством: 

\ f { x + 2 t ) - f { x  +  0) + / ( * - 2 0 - / ( х - 0)  I < \ f ( x + 2 t )  _ / ( * + 0) |  +

+  I/O* —  2t) — K * — 0 ) I < - J  +  \  =  *»

которое справедливо, когда t  изменяется в промежутке (0 , і),  согласно
выбору S.

Итак мы нашли:

/ ( х ± 0 ] ± Д х - 0 )  . , . .
I °„(х) 2  I 11п I +  I %  I <  2  +  п 3іп2 J •

Выбирая N — Ni€) столь большим,-чтобы при n ^ N  выполнялось 
неравенство:

2  М  е
я sin* 8 2 ’

мы найдем:
/ ( *  + 0 ) + / ( *  — 0 ) .  - 8 . е . . .

!« ,(* )—  ■ 2   1< . 2 + 1  =  | ’ при П^  '
ИЛИ

П-ХХ) z

Заметив, что в точке непрерывности

н*+±Н /( * = » = т ,

мы заключаем, о б о б щ е н н а я  с у м м а  р я д а  Ф у р ь е  с о в п а д а е т  
с f ( x )  в т о ч к а х  н е п р е р ы в н о с т и ,  в т о ч к а х  ж е  п р е р ы в н о с т и  
п е р в о г о  р о д а  о н а  р а в н а

Д *  +  0 ) + / ( * - 0 )
2

Таким образом мы обнаружили, что ряд Фурье функции f ix) ,  не 
имеющей других -особенностей, кроме точек прерывности первого рода, 
суммируется процессом средне-арифметических во всякой точке х  к зна­
чению:

/ ( х  +  0 ) + Л * - 0 )
2
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Легко показать из предыдущего анализа, что с р е д н е - а р и ф м е т и ­
ч е с к и е  с у м м ы  апіх)  р а в н о м е р н о  с х о д я т с я  к ф у н к ц и и  f i x )  
во  в с я к о м  п р о м е ж у т к е  а с д : « ^ р ,  в н у т р е н н е м  к и н т е р ­
в а л у  н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  f ix ) ,  т. е. при условии, что f ix)  
непрерывна в области a —  8j <  х  <  Р -(- 8,,  где 8, сколь угодно малое 
положительное число.

Действительно выберем 8, 8 <  , достаточно малым так, чтобы имели

место неравенства:

I f i x  +  2  0  - f i x )  I <  - і , I f i x  -  2 0  -  f ix)  I <  - i ,

когда t изменяется в промежутке (0 , 8), каково бы ни было х,  a х  Р- 
Тогда в силу предыдущего анализа получим:

Выбирая N  =  Л7(е) столь большим, чтобы при я N  выполнялось 
неравенство:

2 М ^  6

мы найдем:

I опіх) — f i x )  I <  І -  4 - А  =  е,

при n ^ N ,  каково бы ни было дг, a =С х  р.
Так как N  не зависит от х,  изменяющегося в промежутке (a, Р), то

последним неравенством обнаружена равномерная сходимость суммы оя(дг) 
к функции f ix )  в промежутке (а, р).

В частности, если f ix )  е с т ь  в с ю д у  н е п р е р ы в н а я  п е р и о д и ­
ч е с к а я  ф у н к ц и я ,  т о  с у м м ы  оаіх)  б у д у т  с т р е м и т ь с я  р а в н о ­
м е р н о  к fix),  к а к о в о  б ы ни б ы л о  х.

Итак, любая всюду непрерывная периодическая функция f ix)  является 
пределом при п —► оо средне-арифметических сумм аяіх)  ее ряда Фурье
или, что то же, f ix )  есть сумма равномерно сходящегося ряда

со

л=0

Общий член этого ряда в„+,(дг) —  *„(•*) есть тригонометрическая 
сумма вида

ао +  ®і cos х  -(- р, sin х  -+- . . .  -f- а„ cos пх -| - Ря sin пх.
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Следовательно в с я к а я  н е п р е р ы в н а я  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ­
ц и я  м о ж е т  б ы т ь  р а с с м а т р и в а е м а  к а к  с у м м а  р а в н о м е р н о  
с х о д я щ е г о с я  р я д а  ч л е н о в ,  и з  к о т о р ы х  к а ж д ы й  е с т ь  
о г р а н и ч е н н а я  т р и г о н о м е т р и ч е с к а я  с у м м а ,  или, что то же, 
функция f ix )  может, равномерно для всех jc, быть апроксимирована три­
гонометрическими суммами.

П р и м е ч а н и е  1°. Е с л и  ф у н к ц и я  / ( * )  на о т р е з к е  
( — тг, н) у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  |/ (д с ) |< М, то при 
всяком п имеем:

]o„(ar)|*SAf.

В самом деле из формулы (2) этого параграфа вытекает:

2л, ( 4 йгг) ’" - = ' и-
о

К
~2

1 _ С 2 / sinn^ \ 1 d t_  j [формула (2 ')]
w j  V sin t I

так как

ш ,
о

П р и м е ч а н и е  2°.  Е с л и  р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ( * )  
с х о д и т с я  в т о ч к е  н е п р е р ы в н о с т и  (или точке прерывности 
первого рода) э т о й  ф у н к ц и и ,  т о  е г о  с у м м а  р а в н а  /(лг)

В самом деле по доказанному в этом параграфе наш ряд сумми­
руется процессом средне-арифметических к f {x) ,  если х  есть точка

ч I / ( * + < > ) + / ( *  —  0 ) непрерывности для f(x)  Ік —— ■—   ̂ ----------- в точке прерыв­

ности первого рода j; с другой стороны, обобщенный предел Фейера, 

равный f{x)  ^или    в ^ 430 прерывности пер­

вого рода j ,  должен совпадать с обыкновенным, если таковой су­

ществует.
П р и м е ч а н и е  3°. Мы видели, что средне-арифметические 

оя(х) для сумм 5n( x )  =  -^ -- |-co sjc - |-co s2 x :- |- .. .-[-c o s(л — 1)х суть:

/ ч  1 —  cos пх 
2 я(1 —  cos х ) 1
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откуда заключаем:
lira оя{х) =  О
л -*00

во всякой точке х , x=f=0.
00

Это значит, ч т о  р я д  ^  cosmx  с у м м и р у е т с я  п р о ц е с -
m = 1

с о м  с р е д н е - а р и ф м е т и ч е с к и х  к з н а ч е н и ю  ^ - в с ю д у г

к р о м е  лс =  0 .

П р и м е ч а н и е  4°. Мы видели, что остаточный член сум» 
Фейера определяется формулой:

а„(х)— /(х)  =
К

~2

=  ̂ | [ / ( * - И 0 + Я * - 2О - 2/ М І
о ' '

Предположим, что ф у н к ц и я  / { х )  н е п р е р ы в н а я  с п е р и о ­
д о м  2тг, у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  Л и п ш и ц а :

\ f i x 1) - f { x t) \ < K \ x i ~ x i \ \

г д е  К  и а — п о с т о я н н ы е ,  0 < а < 1, а х г и х 2 л ю б ы е  
ч ис л а .

В этом с л у ч а в ' о с т а т о ч н ы й  ч л е н  с у м м  Ф е й е р а  у д о в ­
л е т в о р я е т  Н е р а в е н с т в у .

|9«(*) —  (3)

к а к о в ы  б ы ни б ы л и  х  и я, г д е  Я  е с т ь  п о с т о я н н о е ,  
з а в и с я щ е е  т о л ь к о  о т  а.

Действительно в силу условия Липшица:

I f i x )  +  2 0  - { - f ix  —  2 0  —  2f ix )  I < | / ( *  +  2 0  — f i x )  I +
- f  |/ ( j f  —  2 0  — fix )  I <  Af(20“ - f  K i l t y  =  K2**7 f  

и следовательно имеем:
■x

(Щ'«
О '

Заметив, что при 0 < / < - £ ,  s i n / >  — , получим:
* Д

1 — /( * )  I <  J Ц £ < и .
о
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Полагая nt =  z,  найдем:
*

00

откуда
со

. ч  . ^  2е1-1 Кл Г sin* г  
I ча{х) -  f {x)  I <  -n; -  j  - ^ г г  dz.

о
00

—r z ? d z  через H, получим требуемое

неравенство.

§ 8. Равенство Парсеваля

Мы видели (§ 1), что ряд, составленный из квадратов коэфициентов 
Фурье, функции f ix )

„г оо
7 + 2 ( - 4 + Ч )
Л Я =  1

сходится, какова бы ни была функция f ix ) ,  ограниченная и кусочно­
непрерывная на ( —  іг, л). Это заключение мы вывели из неравенства:

\ тх)у ^  1  £  к +  ьі) ̂  о.
- ж  * =1

Покажем теперь, что / я —»0 при п — ►<», т. е. д л я  в с я к о й  ф у н к ­
ц и и  f(x),  о г р а н и ч е н н о й  и к у с о ч н о - н е п р е р ы в н о й  на ( —  іт, 

тт), и ме е м:
*Ь*

а 2 00 1 С
Т + Е К + » * * ) — P ( x ) d x ' (1)

f t . i  _ ж

Эта формула (1) носит название р а в е н с т в а  П а р с е в а л я .
Для доказательства рассмотрим интеграл:

Ул =  2І  j  if (x)-o„(x) }*dx.
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Чтобы произвести оценку этого интеграла, разобьем его на две части:

s  f  № > - » . « * * + а  [•« < s >

где s означает совокупность всех маленьких интервалов, заключающих 
точки прерывности функции fix),  а 5 — совокупность оставшихся интер­
валов. Сумму длин всех интервалов s назовем через а, причем число а 
можно очевидно выбрать сколь угодно малым. В оставшихся интервалах 5  
по доказанному в предыдущем параграфе суммы Фейера оя(х) стремятся 
равномерно к f ix )  с возрастанием я, т. е. |f ix )  — оя(х) | <  т; при 
п >  А/(г]), каково бы ни было х  из интервалов 5. Заметив, что 
Ifix) — а„(х) I <  2М, так как если \ / (х)  | <  ЛГ, то и | о„(х) | <  М (см. § 3, 
примечание 1°) и что сумма длин интервалов 5  меньше 2л, получаем:

л № < ± ш * а + - ? .

Теперь ясно, что как бы мало ни было заданное положительное 
число е, мы всегда можем выбрать сперва а настолько малым, что 
1 е

—  4Л1, а < - 2 - ) а затем указать такое N, что |f ix )  — оя( х ) | <

при я > Л /  для всех точек оставшихся интервалов S, следовательно 
при n^>N.  Но Ц < Р Н\  поэтому /* подавно меньше ѳ, т. е. 

і \  стремится к нулю с возрастанием я.
Доказанная формула (1) легко обобщается.
Пусть f ix )  и <р(х) —  две функции, ограниченные и кусочно-непрерыв­

ные на ( —  л, л), ап и Ьп —  коэфициенты Фурье функции f ix) ,  ая и 
ря —  коэфициенты Фурье функции <р(х).

Тогда имеем:
+ *  „

1 Г 00
-  j  f (x ) f fx )d x  =  ^  +  Е  <® А  +  Ш  (4>

Очевидно при / ( х ) * *  ір(х) формула (4) обращается в установленное 
равенство Парсеваля (1).

Для вывода формулы (4) применим равенство Парсеваля к функции
f i x )  -f- l f ( x ) ,  коэфициенты Фурье которой будут ак -(- Xa*,

*

~  j  [/(х )+ Х < р< х)Д /х= «
— 1C

- (-а° t  —  +  £  [(*» +  Ч ) ’  +  (*> + W  
  *=1

* Ибо / я есть н а и м е н ь ш а я  квадратичная ошибка. См. § 1 (4«).
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Пользуясь формулой (1), упрощаем это равенство; остаются лишь 
члены, содержащие \  в первой степени, которые после сокращения на 1 

дают формулу (4)..

П р и м е ч а н и е  1°. Предположим, что ф у н к ц и я  /( х ) ,  н е ­
п р е р ы в н а я  с п е р и о д о м  2тт, у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  
Л и п ш и ц а :

І/С*і) — /С**) I ^  К \ х \ I *•

г д е  К и я ,  0 < я « £  1 с у т ь  п о с т о я н н ы е ,  а х,  и х ,  —  л ю б ы е  
ч и с л а .  П р и  э т и х  у с л о в и я х  р я д

Z K + * 2, /
я*1

С х о д и т е  я, е с л и

Р > 2 а + \ '

Если /> >  1, то сходимость ряда

/1st

вытекает из сходимости ряда

£ к - н
Я = 1

Поэтому мы можем считать

к т К К 1-

Представим средне-арифметическую сумму оя(х) в виде:

°п<х) =  \  +  £  ( 1 —  4  ) (в* с05 *» +  bk sin te)
*=i ' '

и рассмотрим ряд Фурье для функции / ( х )  —  оя(х):
я—1 оо
V  — (ak cos kx  +  Ьк sin fex)-f- £  (я* cos Ах -f- bh sin Ax).
*Si n *-»

Отсюда по формуле Парсеваля (1) имеем:

J *»1 *=л
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Польвуясь неравенством (3) § 7 (примечание 4°) при

0 < я < 1 ,
получим:

Ё  (« 2+ * г х  и , . . . ) .  (в)
*сл

Для дальнейшего отметим следующее неравенство.
Пусть а и р  два положительных числа, а —(—  ̂=  1 и А, В  два 

числа ^ О . Тогда имеем:
у Г Д ^ я А  +  рЯ. (6)

Действительно максимум произведения АЛВ$, при яД -}- (Ш =  постоян­
ному, будет, когда А  =  В. Но при А =  В  имеем: А'В* =  А и аА- \ -$В =  А 
и следовательно (6 )  удовлетворяется. Отсюда (6 ) и подавно удовлетво­
ряется, если А ф В .

Положим в неравенстве (6):

I  В =  ѵ \ :  £ o j
Я  Я

и просуммируем по п полученное неравенство. Тогда будем иметь:

Е  « л  < ( £ « ; ) ■  ( е 4 ) ’. р >
я  п  п

Воспользуемся неравенством (7), полагая в нем:

®л= і ,  я =шР.
Получим неравенство:

з»+і і 2ѵ+і
£  ( - » + * » ) ' < 2 ^ - ю  I £  ( e ’ + A j ) [  <

«=а’ + і ( я=2’+ і

| « = 4 i

где v может получать значения 0 , 1, 2 , . . .
С помощью неравенства (5) найдем:

у ‘ (*>+ь>у<
п = Г + 1

и следовательно суммированием по ѵ получим:

л = а  4 = 0
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Так как
1

Р >  2а 4 - Г

то 2ар -j- р  —  1 >  0 и последний ряд сходится. Следовательно сходится 
ряд, стоящий в левой части последнего неравенства. Итак мы доказали 
сходимость ряда

со 1

£  К + * « ) Р "Р" Р > Ъ Л Г \’
л -1

предполагая 0  <  а <  1.
Остается отдельно рассмотреть случай а =  1. Обозначая через ji лю­

бое положительное число меньшее 1, мы видим, что из неравенства 
I / ( * і ) — /С**) I <  К I * і —  I следует, при | —  x t  | <  1, неравенство: 
I f ( Xl) — f ( x 2) j <  К I * j — x 2 j P. Обозначим через число большее,

чем К,  и большее, чем максимум дроби l- f f i l -— ^ j g " ' , где х ѵ х г лю-
\х і ■**1

бые числа промежутка ( —  тг, -f-тг) такие, что | х х —  х г \~^\ .  Тогда 
имеем: \ / ( х г)  —  /(л :,)  | <  Кг \ х г — х % | 1? при любых х г и х г.

По доказанному ряд

/і =1
сходится, если

Р > 2 р + Г

Так как f  может быть взято сколь угодно близким к единице, то 
написанный ряд будет сходящимся при любом р,

Таким образом теорема полностью доказана.
С л е д с т в и е .  В у с л о в и я х  д о к а з а н н о й  т е о р е м ы  п р и

р я д ы
СО 00
£  «л  И X  Ь п
Л аеі Л =  1

с х о д я т с я  а б с о л ю т н о .
В самом деле, если

_ 1
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то
1 ^  1

и ряд

сходится при

2 а + 1  ^ ' 2

СО

5 > ; + * 2 У ’

Таким образом, заметив, что

и І М

заключаем о сходимости рядов

£ l « J  » £ І М -

П р и м е ч а н и е .  Из равенства П а р с е в а л я ,  установленного 
в настоящем параграфе, вытекает свойство замкнутости тригономет­
рической системы функций

1 cos х,  sin х,  cos 2jc, sin 2x и т. д.

в промежутке ( — .тг, -f-n). Это важное свойство было установлено 
в § 3 и им мы пользовались в вопросе изображения непрерывной 
периодической функции ее рядом Фурье (см. § 4).

Чтобы получить теорему замкнутости из равенства Парсеваля, 
допустим, что функция f {x)  непрерывная на ( —  тг, -f-тг) удовле­
творяет условиям:

+ ІІ -f.it

j  f (x)dx  = 0 , J  / ( х)  co sпх dx  =  0 , j* /(x )s in n x d x  =  Q (я =  1, 2 . . . ) .
—  it — It — л

Тогда по формуле Парсеваля получим:
- И

J t \ x ) d x  =  О,

откуда / ( х )  =  0 , что и доказывает замкнутость тригонометрической 
системы.

§ 9. Метод Дирихле

Основная идея этого метода состоит в том, что сумма л первых чле­
нов ряда Фурье приводится к такому виду, который позволяет иссле­
довать ее поведение при стремлении я к бесконечности.
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Как мы видели [§ 2, формула (2) J, сумма я + 1  первых членов ряде 
Фурье может быть представлена в виде:

1 f  ^ _ v C o s« (e — х )  —  с о в ( л - И ) ( а — х)^_
=  2тт )  т ---------------1 —  cos (а —  х)------------------------------- ( , )

— Я
Замечая, что

cos я (а —  jc)— cos ( я 1) ( а  —  . c ) = 2 sm (2я -f- 1) — ^ —%— 

и 1 - - c o s  ( а —-* )= ■  2 sin*

запишем sJ x )  так:   х
+« зіп(2я +  1) = Ѵ =

* . ( * ) = - \ / ( « )  a - x ~ da- (2>
І  2

Так как подъинтегральная функция имеет период 2іг, то очевидно наш 
интеграл не изменит своего значения, если вместо промежутка —  іг <  а п
мы его распространим на любой другой промежуток длины 2іт. Всего
удобнее будет выбрать промежуток интегрирования х — те a <  х к .

Тогда мы получаем:

sin (2 я —j— 1) ~ 5~

Г т (2<)
J 2  sin — гг—*— * 2

Введя в (2') новое переменное интегрирование при помощи подста­
новки a — x = * 2 t ,  мы находим:

я

s/x)=i p (x+2ll̂ ± m ,,  т
15

— у
Последний интеграл (3) представим в виде суммы двух интегралов, 

разбивая промежуток интегрирования на части ^ 0  j и ^О, -^-j:

*
— У
it
У

+ Ц«*+«
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и наконец, меняя в первом интеграле знак у переменного интегрирования, 
найдем:

К
У

2 (4)
I

+ . ^ , , , + 1 в й й £ й *

о

В этом виде мы и будем исследовать сумму sn(x) при стремлении я 
к бесконечности, считая при этом х  неизменным. Дальнейшие выводы 
основаны на некоторых вспомогательных результатах, с которыми сна­
чала познакомимся.

§ 10. Основные леммы

Лемма I. Е с л и  а и b ч и с л а  о д и н а к о в ы х  з н а к о в ,  и ни 
о д н о  из  н и х  не  р а в н о  н у л ю,  т о

Ііп, ч sin от* ,
llm \ / ( * )  dx =  0, (I)«-►go У  х w

г д е  f ( x ) — л ю б а я  ф у н к ц и я ,  о г р а н и ч е н н а я  и к у с о ч н о - н е ­
п р е р ы в н а я  на (а, Ъ).

Действительно мы знаем (§ 1, примечание 1), что

О

ііш I <п(дЛ sin тх d x  =  0 , 
« -*оо J т

какова бы была функция ір(х), ограниченная и кусочно-непрерывная на
/ м

(а, Ь). Полагая y(x ) = J~ , мы видим, что cp(jc) будет ограниченной и

кусочно-непрерывной функцией в промежутке (а, Ь), так как х  не обра­
щается в нуль на отрезке (а, Ь). Следовательно лемма доказана.

П р и м е ч а н и е .  Э т о  п р е д л о ж е н и е  о с т а е т с я  с п р а ­
в е д л и в ы м  в с л у ч а е  а > О ,  Ъг= о о , п р и  у с л о в и и  чт о

оо
J I / О )  I dx
а

с у щ е с т в у е т .
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Действительно, замечая, что
00

мы выберем /  столь большим, чтобы
оо

J'
. sin тх . 

f ix )  — —-  dx <

00

Л1/(■*) \dx <  ■

где с, £ > 0 , данное сколь угодно малое число.
Считая /  фиксированным, мы по лемме заключаем, что

Ііш
т -*С О

.. . sin тх .
f i x ) — z— d x i 'О,

т. е.

„  . sin тх . 
f ix )  — - —  dx <

начиная с достаточно большого значения т. Итак окончательно находим: 

оо

J, ,  . sin тх . 
f ix )  — - —  dx f + ?

/
f 4 -

ao
f

П
Ja JI

2 '  2 ■ е ,

при всех достаточно больших значениях т.
Последнее же неравенство равносильно утверждению:

оо
Г , ,  „ sin тх . .

ІІШ \ f { x ) — - — d x = Q .
m -t-O O j *

Прежде чем перейти к рассмотрению второй леммы, введем опре­
деление: ф у н к ц и я  /(х )  н а з ы в а е т с я  у д о в л е т в о р я ю щ е й  у с л о ­
в и ю  Д и р и х л е  в п р о м е ж у т к е  (а,  А), е с л и  о н а  о г р а н и ч е н а  
в э т о м  п р о м е ж у т к е ,  и е с л и  э т о т  п р о м е ж у т о к  м о ж н о  р а з ­
б и т ь  на к о н е ч н о е  ч и с л о  т а к и х  о т р е з к о в ,  ч т о  в н у т р и  
к а ж д о г о  и з  н и х  / ( х )  ф у н к ц и я  н е п р е р ы в н а я  и м о н о т о н ­
н а я 1.

Иными словами, функция / ( х )  имеет в данном промежутке конечное 
число максимумов и минимумов или вовсе их не имеет.

1 Т. е. или постоянно не убывает, или постоянно не возрастает при во- 
расгапии х.
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Замечание. Очевидно, из определения следует, что для /(х ) ,  удовле­
творяющей условию Дирихле на (а, А), существуют конечные предел» 
/ ( а -j-О) и /(А — 0). Кроме того во всякой точке прерывности х0, 
а существуют конечные пределы /( х 0 +  0) и / ( х 0 — 0). Точек
прерывности —  конечное число.

Примером функции, не удовлетворяющей условию Дирихле, может

служить функция / ( x )= * x s in  ^ , / ( 0 ) =ж 0 , непрерывная и имеющая бес­

конечное число максимумов и минимумов в промежутке ( —  а, а), ка­
ково бы ни было число а.

Лемма II. Е с л и  А > 0 ,  т о
ь

и ч Sin/ИХ . 7Т
„ 5 o J  +°>- да

о
где / ( х )  ф у н к ц и я ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  у с л о в и ю  Д и р и х л е  
на (О, А).

Прежде всего заметим, что если формула (II) будет верна при /г 
сколь угодно малом, то она будет верна и при Ь любом, потому что, 
в последнем случае, полагая А=* А, -(- А,, где А ,>  О, А, сколь угодна 
мало, имеем:

ь Ь. />,
Г . sin тх  Г sin /их . . Г sin тх  .
I f ix)  — —  dx  =  4 f{x)  — —  dx  +  I f i x )  — —  dx.

п о д
Предел второго интеграла второй части в силу леммы I равен нулю, 

и вопрос приводится к рассмотрению первого, у которого верхний пре­
дел сколь угодно- мал. Поэтому при выводе формулы (II) можно пред­
полагать А произвольно малым.

Выбирая А достаточно малым, мы можем считать функцию /( х )  не­
прерывной и монотонной в промежутке 0 < x * s  А. Более того, мы можем 
считать, что /( х )  невозрастающ^я функция в пределах интеграла, потому 
что если формула доказана для такой функции, то она будет верна и 
для неубывающей функции. В самом деле, если / ( х )  неубывающая функ­
ция, т о — f {x)  невозрастающая, и если справедлива формула

Ив [  [ -  /(х )]  ^  d x  =  ± [ - f i  +  0 )],
л»-*00 J X &

О
то верна н формула

ь
,, Г . ,  ч s in /их , пНш I f i x ) — —  d x =  —  / (  - f  0).

m -»СО J  X  Z
0
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Наконец мы можем еще предположить, что /(дс) сохраняет положи­
тельный знак в пределах интеграла, так как в противном случае можно 
сначала вместо / ( х )  взять функцию F(x)  = * /(х )  -)- С, где постоянное С 
подобрано так, чтобы F(x)  было положительным при 0 <  х  <  6, и, до­
казав формулу

»

Нш j  F(x) d x  — у  /Ч  - f  0) 

о
для положительной функции /^(х), получим: 

/*-►00 J *
О

ь ь
=* Нш f / ( x ) ^ r f x - H i m c f ^ r f x = - £ l / (  +  0 ) - K ] ,  

m ->СО J  ■* J
О О

а так как
6 Ьт  0 0

_  Г sin MX , _ f  sin у  . _ f  sin у  . _  n
lim С I  dx<=*C lim \  dy  =  С \ — -  dy  =■ C — ,

* -C 0 J *  * - 0 0  J У J У 2
0 0 0

TO

Ііш
* -*■ 00  J  •* *

0

и формула (И) будет доказана и для данной функции / ( х ) .
Из всего сказанного вытекает, что при доказательстве формулы (II) 

можно считать Ь произвольно малым, а / ( х )  —  положительной невозра­
стающей непрерывной функцией в области 0 < ^ х ^ 6 .  Доказанная при 
этих ограничениях формула будет доказана и вообще. Покажем теперь, 
что при упомянутых ограничениях интеграл

ь
,  С , ,  . sin тх .f— 1/С*)—- —dx

о

есть число положительное, меньшее некоторого постоянного числа, ка­
ково бы ни было т.

Для этого заметим, что подъинтегральная функция меняет знак, когда х
п 2тг . ,

переходит через значения х =  — , — для которых sinm x обра-
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щяется в нуль. Положим, что — есть наибольшее из чисел этого рядя,ш
не превосходящее Ь, т. е.

Лп ь <  ( A + J ) *
т т

Интеграл /  можно разбить на сумму интегралов, взятых в пределах

И)- (=•£) (*?*■ £)■(£.*)•
В пределах первого интеграла sin тх,  а с ним и вся подъинтегральная 

функция > 0 ,  в пределах второго < 0  и т. д. Обозначая через пк абсо­
лютную величину интеграла

<» +  !>*

1къ
т

м . sin тх  
/ (х )  — —  dx,

можем написать:

/ =  “о ~ “і  Ь ( — I)*'1 +  \ /(*) ах, (1)

h 4 -1
где b < ——— я. Легко показать, что и0 > и , > а 2 >  • • • ;  действительно, 

А п 4 -у
нолагая х  = ---------- , найдем:

т

откуда видно, что с возрастанием k числа ак убывают, так как / ( х )  не- 
возрасгающая функция. Что касается последнего интеграла формулы ( 1), 
то он по абсолютной величине менее, нежели

(*+!)■=

J , .  . sin тх . 
f (x)  — —  dx

, -А  -( -1  
так как b <  — '■—  и.

т
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Из сказанного и формулы (1) следует, что / > 0  и / < и в, где

г  slamx . , „ч ?  sin /шс . , ,  . „  fsln j»  .
«„=* I / (х )  - 7 -  Л р < / (  +  0 )1  — 7 -  * *  =  / (  +  0)  dy .

О 0 0и

Обозначая через И значение интеграла мы находим:

о
0 < / < Л / (  +  0). (2)

Теперь нетрудно убедиться в справедливости формулы (II).
В самом деле, полагая: f(x)  = * /(с )  - f <р(х), где 0 < е < 6  и <р(*) при 

возрастании х  от 0  до с убывает от /(  +  0) — /(с) до 0 , получим:
С С Ь

.  р sin тх  . f  sin « я  . Г „  , sin тх
/= » /( с )  I — —  dx  +  I <р(х) ——  dx  +  I / ( * )  — —  dx.

o n  С
Замечая, что при стремлении т к бесконечности интеграл

С

J
тс

sinmx  Ps i nv _
 d x — \ — -  dy

X  J  у
0 0

стремится к пределу а /( с )  можно считать как угодно близким

к / ( - J - 0), если взять с достаточно малым, перепишем предыдущее ра­
венство таким образом:

*  С

’ sin тх т тг
/ — 5 ‘ / ( + ° ) - = / (« ) Г

L  0

х  2 + £ ■ № - / ( +  о ) ] +

. f  . sin лис . . Г . .  . sin лиг
+  I <P (*> — Ѵ/ (де)  — j -  dx.

О c

Отсюда вытекает, что | / — 0)  j <  е. где е, е >  0, сколь угодно

малое число при всех достаточно больших значениях т.
Действительно в силу неравенства (2):

С

\4> (* ) dx  <  А у  (4 - 0) =* А [ /  ( - f  0 ) —  /  (с)] <  ,

О
если взять с достаточно малым, кроме тсго можно считать —  | / ( с ) — Л 4 *0 )|
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меньшим выбирая надлежащим образом с. Выбрав е, можем затем 

выбрать р так, чтобы при т >  р имели:
С

sinmx . я
 d x —  -я-

х  2 < т  и

!>

\
ч sin тх . 

f i x )   dx

После этого можем написать неравенство: / — 0)

<  — (лемма I).

при
т. е.

Ііш / = т / ( - { - 0).
«-►СО *

П р и м е ч а н и е .  Э т о  п р е д л о ж е н и е  о с т а е т с я  в е р н ы м  в 
с л у ч а е  Ьжвоо,  п р и  у с л о в и и ,  ч т о  ф у н к ц и я  / ( * )  удовле­
т в о р я е т  у с л о в и ю  Д и р и х л е  в н е к о т о р о м  п р о м е ж у т к е

со

(О, 0  и J l / W  I dx  с у щ е с т в у е т .

В самом деле из равенства 
со 1

sin лиг
\ т -dx-- f  / ( * )

00

X 1 ' ' X
Иг

о о
переходом к пределу при т —► оо получим: 

СО I

sin тх . , Г . . .  sin лис ^
d x +  \ t ( x ) — ^ - d x

Г . .  . sin лис 
И »  \ / ( * ) — —  d x  

«-►ОО J X

так как

=  lira Г
«-►оо J

о

00

іга [
-►оо J

. .  . sin т х  . я  „  , „  
f i x )  — - —  dx  и* -5- / ( 4 -  °),

. . s i n m x  . „
lira \ f ( x )  d x  =  О

«-►oo I x

по лемме I (примечание).
Из установленной формулы (II) вытекает следствие:

.• Г „  , s ln тх . тг
Л ”„ ) / м - я г г ^ = т / < + 0) m

п р и  £ < п ,  е с л и  f ( x )  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  Д и р и х л е  
в п р о м е ж у т к е  (О, Ь).

Действительно
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х
где F ( x ) = f ( x )  - —  есть функция, удовлетворяющая условию Дирихле

Sltl X
в промежутке (О, Ь), или представимая в виде суммы таких функций на 
этом промежутке1. Применяя формулу (II) и замечая, что

Р ( + 0) _ / ( + 0 ) [ г І г] _ - / ( 0 + ) .

находим:

о
Формула (II) здесь применима, так как F(x)  есть сумма двух функ­

ций, из которых каждая удовлетворяет условию Дирихле.

§ 11. Теорема Дирихле
Возвращаясь к формуле (4) § 9 для суммы первых л - f - l  членов 

ряда Фурье, применим к ней выведенную в предыдущем параграфе фор­
мулу (ІГ); мы получим:

Я

lira 5я (*) =  - і-  lim Г f ( x  -f- 2 0  — ■* dt  +
л -* С О  11 л - * 0 0  J 51 п 1

+ 1  нш f / ( * - 2o
Пп-*аоУ  sin /

-  П *+  0 ) + -  0 )  - ' < « ± i° >  + f S i = - 4 > ,

предполагая, что функция f (x )  периода 2п удовлетворяет условию Ди­
рихле в промежутке (—  тт, тт). Действительно в этом случае формула (1Г) 
может быть применена к обоим вышенаписанным интегралам, так как

/ ( х -j-2/) и f ( x — 2/) будут удовлетворять условию Дирихле при /г^  — .

1 Это основывается на следующем замечании. Если у (лс) и ф(дг) в (а, ?) моно­
тонны и одного знака (например обе положительны), то их произведение уф также 
положительно. Кроме того оно представляет монотонную функцию, если у и ф 
изменяются в одном и том же направлении. Если же это не так, например, у воз­
растает и ф убывает, то положим:

у (х) ф (х) =  у (?) ф (х) -  [у (?) -  у (дг)1 Ф С*).
Таким образом уф есть разность двух убывающих функций. Случай разных 

знаков у у и ф приводится к предыдущему изменением знака.

§ 12. СХОДИМОСТЬ РЯДА ФУРЬЕ В ДАННОЙ ТОЧКЕ

Полученный результат выражает собой теорему Дирихле: в с я к а я  
ф у н к ц и я  / (х ) ,  с п е р и о д о м  2тг, у д о в л е т в о р я ю щ а я  у с л о в и ю  
Д и р и х л е  в п р о м е ж у т к е  —  тг<дг<тг, р а з л а г а е т с я  в с о о т в е т ­
с т в у ю щ и й  е й  р я д  Фу р ь е ,  п р и н и м а я  з а  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  
в к а ж д о й  т о ч к е  п р е р ы в н о с т и  с р е д н е а р и ф м е т и ч е с к о е  
п р е д е л ь н ы х  е е  з н а ч е н и й  с п р а в а  и с л е в а .

§ 12. Сходимость ряда Фурье в данной точке

Представив формулу (4) § 9, выражающую сумму первых я -f- і  
членов ряда Фурье, как сумму двух интегралов:

*■(*о> =  “  j [ /(* о  +  2 0  + / (*о —  201  - (2" ш  ] ) ‘ d t +
О

к

+ Т  }  [ / ( х ° + 2 0  + / ( *° -  2° ] dt‘
с

мы видны, что последний интеграл стремится к нулю при п —» о о , ка­
кова бы ии была кусочно-непрерывная и ограниченная функция / ( х ) .  
Действительно, полагая

р/лч /( * о  +  20 + / ( * о  — 2 0
U  sin/  ’

представим этот интеграл в виде
ж
1

1  |Ѵ ( / ) 8Іп(2п + 1) / Л ,

«

который стремится к нулю при п —► оо в силу § 1 (примечание 1°). 
Таким образом

Ііш s„(х0) =  і -  Ііш Г [ / ( х0 - f  2t) +  / (X0 —  20] Sin(^ n1~ Г)* Л .
■ -►00 71 Л-.00  J s,nf

о
т. е. существование lim s„ (*0) обусловлено свойствами функции / ( * )  

■-•со
в промежутке х 0 —  2е *£ а <  х0 4 -  2г. Следоваіельно с х о д и м о с т ь  
р я д а  Ф у р ь е  в д а н н о й  т о ч к е  дт0 з а в и с  ит л и шь  о т  п о в е д е ­
н и я  ф у н к ц и и  /(jc ) в п р о и з в о л ь н о  м а л о й  о к р е с т н о с т и  
э т о й  т о ч к и ,  и следовательно если дзе функции / г (х), / , (х)  совпадают
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в окрестности некоторой точки х0, то их ряды Фурье одновременно либо 
сходятся, либо расходятся в точке дг0.

Отсюда вытекает предложение.
Р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ( х)  с х о д и т с я  к з н а ч е н и ю  

/С*оЧ~e ) .~ h /foo . .Р! в 0  в с я к о й  т о ч к е  Хд,  в о к р е с т н о с т и  ко­

т о р о й  / ( х )  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  Д и р и х л е .
Действительно, рассматривая вспомогательную функцию f ( x ) ,  пе­

риода 2тг, совпадающую с / ( х )  в окрестности точки х 0 и удовлетворя­
ющую условию Дирихле во всем промежутке (— тт, —(— тг), мы на осно­
вании § 11 заключаем, что ряд Фурье этсй функции сходится в точке хд 
к значению

< Р (*о +  0 )  +  ¥ ( * о  —  0 )
2

Следовательно и ряд Фурье функции / ( х )  сходится в точке х0 
к тому же значению

<Р(*п +  0) +  <Р(*о — 0) /С*п +  0) 4~/С*а °)
2 2

Отметим еще ряд критериев сходимости ряда Фурье в данной точке Хд.

Е с л и  и н т е г р а л

j \/(Хд  +  2/) 4 - /(Хд  -  2/) ~  2 Ф (Хд) 1 di

О

п р и  н е к о т о р о м  і ,  і  >  0 , и м е е т  к о н е ч н о е  з н а ч е н и е ,  т о  
р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ( х )  с х о д и т с я  в т о ч к е  х 0 к значе­
нию Ф (*о).

Действительно мы знаем, что сумма sn (Хд)  первых я -[-1  членов ряда 
Фурье в точке х0 представляется так:

Ж

' . W = v |  Ѵ<* +  * ) + / < Л - * Й  О)
о

Полагая в формуле (1) / ( * )  =  1, получим:

к

J . r  ы . р . + о *
тг J s in /

о
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Умножив обе часіи последнего равенства на Ф(д:()) и вычитая ею  
из ( 1), найдем:

s n Ю  —  (-«о) =
К
2

=  7  j l /C * o  +  2 0  + / ( х 0 -  2 0 - 2Ф (j*o)J* - -(2" + 1} * dt. (2)
о

Разбивая интеграл (2) на две части, сооівеіственно двум промежут­

кам и н т е гр и р о в а н и я  (0 ,  г )  и  ^ е , , п о л у ч и м :

s n  ( * о )  —  ф  ( * о )  =

=  ^  j  [ / ( * „ +  20  + /(■*„ -  2о  -  2Ф (*0)] — (3)

Второй интеграл формулы (3) стремится к нулю при л —ю о ,  ка­
ково бы ни было е, е > 0 , так как, полагая

F(t)  =  /  (х0 +  2Q + /  (лг0 -  2Q -  2Ф (х„)
К) Sint

представим его в виде
те 
~2

У7(O sin(2л-}- О tdt,

который стремится к нулю при л —► оо вследствие § 1 (примечание).
Что касается первого интеграла формулы (3), то он по абсолютной 

величине будет меньше, чем
В

1 Г \ / ( х 0 +  2 0  + /С * о  — 2 0  —  2Ф {х0) I „
2  J t  a t >

о
так как

Ш Г ,< 1  "Ѵ"

В силу условия последний интеграл при достаточно малом е как 
угодно мал. Таким образом | sn (д:) —  Ф (*0) | вследствие (3) будет меньше 
любого наперед заданного положительного числа при всех достаточно 
больших значениях я.

Последнее утверждение убеждает нас в сходимости ряда Фурье 
в точке дг0 к значению Ф (*0).
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В частности из доказанного критерия вытекают следующие признаки: 
а) Е с л и  х 0 е с т ь  т о ч к а  н е п р е р ы в н о с т и  ( или т о ч к а  п р е ­

р ы в н о с т и  I р о д а )  д л я  ф у н к ц и и  / ( х )  и е с л и  д в а  и н т е г р а л а

! / ( * + * ) —  / ( * 0 + ° ) ! ^  
h 

о
и

j  | / ( * Ь - * ) - / ( * 0 - 0)1 dhi

о
п р и  н е к о т о р о м  а, в > 0 , и м е ю т  к о н е ч н ы е  з н а ч е н и я ,  т о  
р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ( х )  с х о д и т с я  в т о ч к е  х 0 к з н а ч е ­

н и ю  / ( х 0) |или соответственно к значению ^ Х° ^ .

В самом деле из интегрируемости относительно t  в промежутке (0, о) 
двух дробей

/ ( * „ +  2 f ) - f ( x 0 +  Q) / ( x 0 - 2Q - / ( x 0 - Q )  
t  ’ t

следует интегрируемость в том же промежутке дроби

/( * „  +  2 0  + / ( х 0 -  20  -  2Ф (х0) 
t

если примем:

Ф (*„) =  у  [ / {Х° +  0) (Х° ~  0)1'

А) Более частный, чем а), признак будет следующий: в т о ч к е  х0 не ­
п р е р ы в н о с т и  (или прерывности I рода) ф у н к ц и и  / ( х )  р я д  Ф у р ь е

с х о д и т с я  к / ( х 0)

е с л и  д л я  в с е х  А п о л о ж и т е л ь н ы х  и д о с т а т о ч н о  м а л ы х  
и м е е м :

| / ( х 0 -(- А) — /  (х0 —{— 0)! <С АЛ®, | /  (х0 А) f ( x 0 0) I АА®,

г д е  ft> 0  и а > 0  с у т ь  п о с т о я н н ы е .
с) Предложение А) содержит в себе такие достаточные признаки схо­

димости ряда Фурье в точке х0 к значению / ( х 0):

1° О т н о ш е н и е  ^ Х° ~^ д л я  в с е х  А, ка к  п о л о ж и -
А

т е л ь н ы х ,  т а к  и о т р и ц а т е л ь н ы х ,  п о  а б с о л ю т н о й  в е л и ­
ч и н е  м е н ь ш е  п о с т о я н н о г о  ч и с л а .

' f  (х0 -}- 0) - \ - / ( х 0 — 0)
или соответственно к — ^ ^ -------------- )•
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2°. С у щ е с т в у ю т  к о н е ч н ы е  п р о и з в о д н ы е  ( п р а в а я  и л е ­
вая)  в т о ч к е  х0 о т  ф у н к ц и и  / ( х ) .

3°. С у щ е с т в у е т  к о н е ч н а я  п р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и  / ( х )  
в т о ч к е  х0.

В заключение заметим, что из А) вытекает в частности такое пред­
ложение: е с л и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  / ( х )  у д о в л е т в о р я е т  
у с л о в и ю  Л и п ш и ц а :

| / ( * і )  —  / ( * * )  I <  *  I * !  —  * t  Г »

где ^ > 0  и а, 0 <  а  1 с у т ь  п о с т о я н н ы е ,  а х } и хя л ю б ы е  
ч и с л а ,  т о  о н а  р а з л а г а е т с я  в с х о д я щ и й с я  р я д  Ф у р ь е ,

§ 13. Примеры

Разложить в ряд Фурье периодическую функцию / (х ) ,  определяемую 
условиями:

№
_  ( а х ( 0 = ^ х < т г )  

\  Ах (—  тг <  х  <  0).

В данном случае имеем:
+« о

а0 =  ^  j  / ( x ) d x = ^ J  b x d x - { - ^ ^ a x d x  =
— *  — к  О

Ь ( х 2\ °  . а ( х г \* Ьтт . ап а —  b
~ Ѵ [ Т / - г  ' тг" /о  2" ' ~2 2

я 0] я

am =  ~  f  f { x )  cos mx dx — - -̂ J Ax cos m x d x - {-}i- f  ax  cos отх dx  =  
- «  - *  1 о

О я

_  A /  sin w x V  A f  sin fax л a I sinmx\® а Г si
я \  /я,  и J m я  I m / о n J “

sin /ях .
 dx =m

=  (cos /ях)° 4 -  (cos /ях)* =  - — £  [1 —  (—  1)**].nm*K ’ -it 1 я/я»ѵ -'о я/я2 1

Аналогично получим:

Ат = ^ ( - 1)m
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Следовательно окончательно находим:

а — 6 , 2 (6  — а) Г cos дс , cos Зд* ^ , 2 ( 6  — а) рcos дс , cos Зд ,
- T t - j  -

[ s i n *  зі п2дс , sin3;c
L 1 2 3

■ ] +

• ] -
адг, если 0 <: дс <  тг 
Ьх, если — і т < д с < 0  
а —  6
— - —  п при дс =  я.

Это разложение имеет место на 
основании теоремы Дирихле, причем 
в точках прерывности х  =  тс сумма ряда 

есть средне-арифметическое предельных значений функции f ( x )  справа 
и слева.

В частном случае, когда а = = 6 = 1 ,  разложение примет вид:

если — іг < д с < т г

(См. § 5).

Г . sin 2дс . sin Здс
1 - (І^іпд: і

3 J  1

Когда а =  —  6 = 1 ,  разложение дает: 

я
2"

4 fcos х  , cos Здс , р
¥  L"T* 1 з5"" +  •••] —I

если — іг< д с г^ іт  (черт. 9).
Заменяя в предпоследнем разложении дг на я

я —  х
sin х  -

sin 2дг , sin 3jc

х, получим ряд: 

, если 0  jc 2я,

О при дс-=гО
черт. 10).

§ 14. Неполные тригонометрические ряды
Формулы, определяющие коэфициенты Фурье, упрощаются в тех слу- 

чях, когда данная функция /(дс) четная или нечетная.
Функция /(дс) называется четной, если она обладает свойством: 

(— д с)= /(д е), и нечетной, если обладает свойством: / ( — х) =  — /(дс); 
наче говоря, четная функция имеет график, симметричный относительно
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оси OY, а нечетная — симметричный относительно начала координат. 
Если F(x)  функция четная, то

j  F ( x ) d x = 2 ^ F ( x ) d x ,
— ж 0

так как
it 0 іс

[  F ( x ) d x  —  j* F(x) d x - \ - ^  F ( x ) d x  —
— it — it 0

It 1t It

=  J  F (—  дс) dx  -j- j* F(x)  d x  =  2 j* F(x) dx, 
о o o

в силу тождества F(— x ) - F ( x ) 1.
Если же F(x)  —  функция нечетная, то

j  F(x) dx =  0,
It

так как алгебраическая величина площади, заключенной между кривой 
y  —  F(x),  осью О Х  и прямыми дс =  =Ь я , есть нуль.

Заметим, что в частности функции cos kx  четные, функции Же sin kx  
нечетные; далее очевидно произведения двух четных или нечетных функ­
ций есть функция четная, произведение же четной функции на нечетную 
есть функция нечетная.

Применяя эти соображения к интегралам, определяющим коэфициенты 
Фурье, мы получим:

1t

=  /(дс) cos/яде Ддс, 6Я =  0, (/я =  0, 1, 2, . . . ) ,  (1)

о
если /(дс) —  четная функция и ат =  О,

6m =  -^- f ( x ) s \ n m x d x ,  (т =  0 , 1, 2 , . . . ) ,  (2)
о

если /(дс) — нечетная функция.

* Это следует также из геометрических соображений:

+с*\  F (дг) dx 
—*

представляет площадь, заключенную между кривой y  =  F(дс), осью ОХ и двумя 
прямыми х =  ±  «, которая равна удвоенной площади, заключенной между той же 
кривой осью ОХ и прямыми дг =  0 и дс =  *.
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Таким образом ряд Фурье в случае четной функции будет:
оо

y + J ] a<’. C0S/”*- ®т = 1

где ат(т —  0 , 1, 2 , . . . )  определяются по формуле ( 1); в случае же не­
четной функции он будет:

оо

J  Ьт sin тх,  (П)
т = 1

где Ьт определяются по формуле (2).
Пусть нам дана произвольная функция / ( х ) ,  определенная в проме­

жутке (0 , тг), ограниченная и кусочно-непрерывная в этом промежутке. 
Мы можем образовать для этой функции, с одной стороны, ряд косину­
сов вида (I), с другой стороны, ряд синусов вида 'II). Первый из этих
рядов представляет ряд Фурье функции, получающейся из / ( х )  четным 
продолжением в соседний промежуток — т г < х < 0 , а затем периодиче­
ским продолжением с периодом 2 іг вне промежутка — тг < [ х  <  тг.

Второй же ряд есть ряд Фурье функции, получающейся нечетным
продолжением функции f ( x )  в соседний промежуток —  тг <  х  <  О,
а затем периодическим продолжением с периодом 2тг вне промежутка 
—  тг <  х  тг.

В частности при первом продолжении имеем:

/ ( - 0) = / ( + 0 ) и / ( _ ц  +  0 ) = / ( т г - 0); (3)

при втором же

/ ( _ 0 )  =  — / ( +  0) и / ( - т т  +  0) =  - / ( т г - 0 ) .  (4)

Если данная функция в промежутке (0, тг) удовлетворяет условию 
Дирихле, то продолженные из нее функции первым или вторым способом 
удовлетворяют очевидно тому же условию в промежутке (— тг, тг). Сле­
довательно, на основании общей теоремы § 11, ряды Фурье (I) и (II) 
сходятся повсюду и их суммы равны

t ( x  +  0 ) + f ( x  —  0)
2

во всякой внутренней точке промежутка (0 , тг), на концах же этого про­
межутка равны

/ ( + ° ) + / Н ° )
2

/ ( * +  0 ) :+  /(тг -  0 ) _  / ( -  тг +  0) + /(Т Г  - 0 )
9 2

§ 14. НЕПОЛНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ 71

Принимая же во внимание равенства (3) и (4) на концах промежутка 
(О, тг), мы получим следующие значения рядов (I) и (II):

X р я д  COS р я д  s in

0 / ( + 0 ) 0

п / ( « -  0 ) 0

П р и м е р ы :  1°. В § 13 мы получили два разложения функции рав­
ной х,  в промежутке (0 , тг) — одно по синусам и другое по косинусам 
(черт. 7 и 9).

2°. Разложить в ряд по синусам функцию, определяемую в проме­
жутке (0 , тг) формулой:

/ ( * )  =  - £ - ( 0 О < т г ) .

Здесь имеем:
ТГ г.

Ьт =  ^-  j  / ( х ) sinm x d x ^ ^ -  j  % \ n m x d x = ~ [ \ —  (—  l ) m], 
о 0

Искомое разложение будет:

sin x  , s in 3x  . s in 5 x  . I ~ г . если 0 < х < " т т , h  —~— 4-----= r-* • • =  ' 4
{ 0  при x  =  0 , п.

В промежутке —  т г < х < 0  сумма ряда равна — а вне проме­

жутка — т г < [х ^ .іг  ряд изображает функцию, получающуюся пе­
риодическим п р о д о л ж е н и е м  г
(черт. 11).

3°. Разложить в ряд Фурье і_____
функцию, определяемую при лю- ~$г» t -  Ь fr ~ fr. ^г-*
бом х  формулой / ( x )  =  | s i n x | .  . Черт> ц

Эта функция есть четная, а
потому она может быть разложена в ряд косинусов. Вычисляем коэфи­
циенты : * *

2 Г . 2 Г ______4
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(от -(- 1) х —  sin (от —  \ ) x ] d x

1 Г(— 1>"+1 (— 1Г 4-1
т [ т - \ - 1 от-

При ОТ =ят 1 получим I

i l l l  a C = ? ^ L ± J ,  е с л и о т ^ І .
1 J  It (ОТ4 —  1)  ’ ^

я

'-И sin 2х dx =  0 .

Таким образом окончательно по­
лучаем:

4 Г cos 2х . cos 4х , cos 6х

Черт. 12.

2 4 Г с
я  я  L 3 -5 5 -7

j  =  j sin X I

при любом х  (черт. 12).

§ 15. Периодические функции периода 21

До сих пор мы рассматривали задачу разложения в ряд Фурье пе­
риодической функции с периодом 2тт. Во многих вопросах бывает нужно 
находить разложение в тригонометрический ряд функции / ( х )  с пери­
одом 21. Эта задача приводится к предыдущей посредством* изменения 
масштаба для независимого переменного, т. е. введения вместо х  вспомо­

гательного переменного t  по формуле: х  =  — . Полагая

мы видим, что если / ( х )  имеет период 21, то if (t)  будет иметь период 2 я. 
Построив ряд Фурье для функции <р (і), получим:

оо

L4 - J ]  (a m cosrn t +  bm sin от/),
т =  1

где

Ф(О со* ^ = 1  j / ( £ )
— я —я
я я

ігМт)

cos mt dt.

sin mt dt
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или, возвращаясь к старому переме ному х, будем иметь ряд Фурье для 
функции / ( х ) :

00
а \ V I /  тпх 1 U . г т х \  . . .
2 - + 2 j  ( amcos —  +  ^ s i n— j- О)

т  =  1

где

1 Г . .  . max я , .  „ _
4m= j \  /(x )C 0S —  rfjC, (ОТ = 0 ,  1, 2, . . . ) .  

- /
/

и 1 Г // ч • т п х  .ь т =  y j  / ( x ) s i n  —  dX.
-1

(2)

(3)

В частности, если f (x )  функция четная или нечетная, то формулы (2) 
и (3) упрощаются.

Для четной функции f {x)  имеем:

і і
1 ,  от юс 2 Г . .  . отях . .

/ М «  Т Л - т  n x y o s — dx, bm =  0 ; (2 )
—1 о

для нечетной функции /(дс) будет:
/

„ . 2 Г отях ,
а«  =  °> =  у  \ / ( ^ )  Sin — dx. (У)

Как и в § 2, ряд Фурье (1) можно записать в комплексной форме

00 ккхі 

'  >
* = - 0 0

где положено:

 кпх і

/ ( х ) е  ~ d x  (k =  0, ± 1, ± 2 , . . . ) .  
—/

Пр и м е р ы:  1°. Разложить по косинусам ф ун к ци ю /(х), определяемую 
равенствами:
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В данном случае имеем:
£

I 2
2 Г 2 Г тглг. 2

Оо =  у  \  /  (* ) <*ЛС =  у -  j  cos у  d x  =  —

2 Г - . ч тттх л 2 Г тгл: т ъ х  .
ая =  у  \ / ( * )  cos —  d x = j  \ co s- у - co s- у - 4*,

о о

так как в промежутке функция / ( * )  обращается в нуль.

Выполняя подстановку =  находим:

■к it
У 2

аш=  j" cos t  cos mtdt  =  у  J  [cos cos (m —  1)  t\ dt,

откуда

« ,= 4 |  ( с « 2« + 1, Л  =  1 ( ^  +  < ) ’ - Т
0

И

1 f s i n ( « + l ) <  , sin(m  —  1) П ^ ^  1Л
Д" =ДТ Г  « + Г ~ +  ' m —  І J ( W > 1 ) *

m
2 (  1)^

что будет р а в н о  ——----- — , если m четное, и равно 0 , если т не-
и (т‘ —  1)

четное.
Следовательно находим:

оо
1 . 1  юс 2 VI (—  1)" 2/гпх

 — я -  COS  ------------   у  , -г— -------- COS ;—  =
н 2  I it LA 4л* —  1 I

ft =  1

co s™  если O s S J c < y  

0 , если у < л с « ^ / .

To же разложение в промежутке — 1<СХ <С. О будет представлять 
функцию, полученную из f (x)  четным продолжением, а вне промежутка 
( —  I, /) —  функцию, получаемую затем периодическим продолжением 
с периодом 21 (черт. 13).

§ 15. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ПЕРИОДА 21 75

2°. Разложить по синусам функцию / ( * ) ,  определяемую равенствами:

Г *2 « I— х,  если 0 s£  х  <  —
/ /  ѵ I «  «

/ ( * ) = < П2 /
- f iV  — x), если —  < * < / .

Здесь

і
і і

I 2 Г
ь 2 Г miхх . іг2 Г тю с . . тг2 \ , ч тю с
*«-= ~і J /(■*)sin ~  W ) X ~ r dx + 2T*i V~X)Sin~Г  dx'

Посредством подстановки ™ = і  находим:

2 к

, =  у  j* t s \ a m t d t - { -  —  j* (тг —  i) sin mi Л = у  ^ t cosmt  'j

+ ш \ с°гт““ + т  [(" - °

иsin m —  

m2 •

Таким образом окончательно получаем:

sin
юс 1 . Зюс . 1 , 5юе

' з 2 б2 1 — =

- у Х ,  если 0 < * < у

п2 I
- у ( 1  — х), е с л и у О < І .

Это разложение в промежутке (— /, 0) изображает функцию, получае­
мую из f { x )  нечетным продолжением, а вне промежутка (— /, I) дальней­
шим периодическим продолжением с периодом 21 (черт. 14).

3°. Разложить по синусам функцию f (x) ,  определяемую равенствами:
юс I
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В данном случае имеем:

(

Ь« =  у \  / ( * )  sin ^ d x  =

nx . dx.1 Г . пх . пх . 1 Г . пдс . ттх
=  —  I sin у  sm m —  dx  — у  J sin -у  sin m у

nxВыполняя подстановку — — t, получаем:

2 л

b =  —  \ sin /  sin mt d t  — I sin t sin mt dt,
m те J * J

о
2

откуда очевидно bx =  0 .
При / я >  1,

Л

*2

~  j*[cos (m —  1) t —  cos (m +  1) /] dt  —
о

л

—  у  j" [cos (m — 1) t  —  cos (m 1)  t] dt =

2m s \n ( m - \ - l ) y  2 O TCosm y

і г ( /я * — 1)  it ( « * — 1 ) ’

Таким образом искомое разложение будет:

2 оо m cos /я у
2 ѴТ 2 . юс
ѵ Ь - ^ = г * і а т т =

m = 2

1 _ TTJC .  _  ,  /
y s i n - y ,  если 0 < * < y

1 . тедс /  ^  ,—  у s in - у ,  если у О < / ,

I
О, если х  =  у .

При х  — ~ 2 Функция /(•*) имеет точку прерывности с предельными 

1 1
значениями, равными —  и — у ;  значит наше разложение при х  =  — 

равно нулю.

§ 16. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 77

Это разложение в промежутке ( — I, 0) изображает функцию, полу­
чаемую из f ( x )  нечетным продолжением, а вне промежутка (— /, I) 
дальнейшим периодическим продолжением с периодом 21 (черт. 15).

у

щ .

Черт. 15.

§ 16. Интегрирование рядов Фурье
Пусть f ( x )  есть функция периода 2п, неотрицательная, ограниченная 

и кусочно-непрерывная в промежутке (0 , 2тг).
Образуем ее ряд Фуріе:

оо

/ С*) ~  у +  S cos mx  +  b* sin mx) ( i )
/77 — 1

и рассмотрим интеграл

F(x) —  j  / ( a )  d i  (0  <  x  <  2 it), 
о

который представляет функцию F(x)  ьепрерывную и неубывающую в про­
межутке (0, 2п). В силу теоремы Дирихле (§ 11) эта функция F(x)  пред­
ставима ее рядом Фурье в промежутке 0 О < 2 т г ,  причем этот послед-

п ^ ( + 0 ) 4 - /=-(2тг —  0)ний сходится и при х  =  0 к значению —  ------- —-  . Таким
а

образом имеем:

Р (х ) =  y  +  J ]  (і4« cosmx +  Bms i n ( ° < * <  2тг). (2)
m =  1

где положено:
2л

л 1 Г n r  \  j  1 Г с /  ч sin /ял; І 2*
■4- = l T j  [ f  ( * ) —  ^  _

2л

/(лг) sin mx d x =  — — ,— —  Гnm j '  ' ' m
о

2л
D 1 f  EV • J  1 Г с ѵ  vC O sm jf l0 .B m= — 1 F(xi  s m m x d x  =  —  F ( x )   I 4 -

"  n J  it L m ] 2y
о
2л

H I f ( x )  cos mx dx  -
1 nm у

(4)
. i o i i s

m m '
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так как
2п

F(0)  == 0 и F  (2тт) =  J / ( a )  da. — тга0.
о

Подставляя значения Ат и Вт в разложение (2), найдем:
оо

/=■(*)= ^ - ^  cos «дс -f- ^  sin тх  —  ~  sin /идс |(0 < д г < 2 т г ) . (5)
m = 1

Полагая в разложении (5) j c  — 0 и вспомнив, что сумма ряда (5)

/ 7( + 0 ) 4 - / г(2п — 0) 
при jc =  0 есть — ——  - ,  получим:

00
Г ( + 0 )  +  /?( 2 т т - 0 )  _  А0 , _ К  

2 2 в ’
m в 1

Так как /=■(-}-0) =  О и F(2n  —  0) =  па0, то предыдущее равенство 
примет вид:

00

™0 — dfi —  V '  *т
2 2 L i  т '

т я  1
откуда

00

y = f ’+  Е  -  • (6)
т = 1

С другой стороны, мы знаем (§ 13), что
оо

^  sin тх —  Х 2  ~  а0 (0<JC  <  2-п).
m =з 1

Таким образом разложение (5) примет вид: 

оо
F(x)  =  у  jc - f  Л  [ви sin тх  —  (cos «дс —  1)] (0  <  jc <  2rt). (5f)

m а 1

Ряд (5') получается путем почленного интегрирования ряда (1) в про­
межутке (0 , дс), а /=■(*) есть

л
| / ( а ) Д а ;
о

следовательно ряд Фурье функции / ( j c )  возможно интегрировать по­
членно в промежутке от 0  до j c ,  j c  <  2n.

§ 17. ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 79

Это предложение пока доказано при условии, что данная функция / ( * )  
не отрицательна. Легко освободиться от последнего ограничения. В са­
мом деле функция / ( х ) любого знака может быть представлена в вице 
разности двух неотрицательных функций:

т = т ±  і л * >  і _  ш )а- / м  w  _  ф w .

Ряд Фурье функции / ( дг) есть разность двух рядов Фурье, соответ­
ствующих функциям tp ( jc)  и ф ( jc ) ;  так как в силу только что доказан­
ного можно почленно интегрировать ряды Фурье функций ір(х) и ф (дг), 
то значит возможно почленно интегрировать ряд Фурье функции f (x) .

Итак мы обнаружили возможность почленного интегрирования ряда 
Фурье в промежутке от 0 до jc , j c < 2 tt.

Пусть теперь (дс„ дс2) есть любой промежуток, не содержащий ника­
кой точки, конгруэнтной нулевой. В силу периодичности функции f ( x )  
достаточно предполагать:

О < J C ,  <  JC2 <  2тг.

Вычитая F { x J  из F( дс2), мы увидим, что ряд Фурье функции / ( х )  
можно почленно интегрировать в промежутке (дс,, дс2), лишь бы только 
этот промежуток не содержал точек, конгруэнтных нулевой. Если бы 
в начале нашего доказательства мы сделали замену переменного х — Х —  » 
то мы констатировали бы возможность почленного интегрирования ряда 
Фурье в промежутке (дс,, л:2), не содержащем точки, конгруэнтной с а, 
и так как а произвольно, то значит во всяком промежутке (jc,, * 2) длины 
меньше 2тг.

Наконец, деля любой промежуток на части, длины которых меньше 2п, 
оправдаем общую теорему:

Р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  /(дс), б у д у ч и  п р о и н т е г р и р о в а н  
п о ч л е н н о  в к а к о м - н и б у д ь  п р о м е ж у т к е ,  д а е т  и н т е г р а л  
о т  ф у н к ц и и  /(дс), р а с п р о с т р а н е н н ы й  на э т о т  п р о м е ­
ж у т о к .

§ 17. Диференцирование рядов Фурье
Будем отправляться от ряда Фурье функции F(x)  периода 2тг, всюду 

непрерывной, кроме быть может точек дсЕгО, и будем предполагать ее 
производную /(дс) функцией ограниченной и кусочно-непрерывной в про­
межутке ( 0 , 2 тт).

В этих условиях можем написать:
X X
j  / ( a )  da =  J F1 (a) d a = F(x) —  /=•(+ 0)
0 0
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или
Л

F(x)  =  F ( +  0) +  J / ( a )  da (0 <  *  <  2п).

Образуем ряд Фурье функции F(x):
со

Y  +  £  (Ат cos тх +  sin (1 >
m = 1

который после почленного диференцирования примет вид:

оо
У  (—  тАт sin тх тВт cos тх). (2)

т = 1

Воспользуемся следующими формулами:
2л

1 Г г., ч * 1 Гс-/ чвшотлт"]
" “ T j  ' ' W « « * = 7 [ f W — | о -

о
2*

— —  \ /  (*) sin m x d x =  —  -j*,ТіШ J m
о

B m =  Y  j  П х ) sin m x d x ~ \  [ f (x ) +

0

, 1  ̂ ^ ( + 0 ) —  /=Ч2п — 0 ) a
-j------ \ /(jr )co s  mx dx  — ------1 b •

1 hot J пот от
о

Заметив, что

/^(2п -  0) =  /=■(-}- 0) +  J /  (a) da =  F ( +  0) +  іга0,
о

найдем:
т - 0 ) - / ч 2п — 0 ) л

п °‘

Таким образом Ат и Вт выразятся следующим образом:

д  = . _ Ь_ш  ( 3 )
п от

Вт =  - ^ + ^ ,  (4)т т о т

где а и Л коэфициенты Фурье функции /(лг).

§ 17. ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ Ы

В силу соотношений (3), (4) перепишем ряд (2) так: 
ос оо
У г( — отЛт  sin тх  -)- тВт cos тх) —  ̂  (bm sin тх

т=I
-(- ат cos тх  — я0 cos тх).

(20т  = 1 т  = 1

Полученный почленным диференцированием ряда Фурье (1) тригоно­
метрический ряд (2') отличается от ряда Фурье функци /(лг) только

отсутствием постоянного члена ^  и присутствием членов вида a0cos тх.

Рассматривая этот ряд (20 как разность двух рядов
оо
У  (ат cos тх  -f- Ьт sin тх)
лі=і

И CD
Д л У  COSOTJC, 

іи = 1

мы знаем, что первый из этих рядов будет суммироваться процессом 

средне-арифметических к значению /(л г)—  ^  во всякой точке лг непре­

рывности функции /(лг); второй же ряд тем же процессом будет сумии-
я

роваться к значению — -ч всюду кроме х  —  0 (см. § 7).

Следовательно полученный после диференцирования ряд (2) будет 
суммироваться процессом средне-арифметических к значению /(лг) во всякой

точке непрерывности функции /(лг) ^в точке прерывности 1 рода функ-

ч А * +  0 ) - + • / ( *  —  0 ) \ции /(лг) к значению —— '■— ----------- Ь

Итак, диференцируя почленно ряд Фурье функции ^(л:) всюду непре­
рывной, кроме лг =  0 , имеющей производную /(лг), ограниченную и 
кусочно-непрерывную в промежутке (0 ,2п), мы получаем тригонометри­
ческий ряд, который будет суммироваться процессом средне-арифмети­
ческих Фейера к производной /(лг) во всех ее точках непрерывности. 
Вообще говоря, ряд, полученный после диференцирования, не есть ряд 
Фурье, так как его коэфициент при cosmx  равный ат— Яд, если а0 ф  0, 
не стремится к нулю при от— ► оо.

Для того чтобы после почленного диференцирования ряда Фурье 
функции F(x)  получился ряд Фурье функции /(лг) =  F' (лг), необходимо 
и достаточно выполнение условия я0 =  0 ; это последнее условие озна­
чает, что ^ (-f-O ) —  F{2i t—  0) и следовательно равносильно требованию, 
чтобы функция F(x)  периода 2тг была всюду непрерывной.
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Итак е с л и  мы и м е е м  р я д  Ф у р ь е  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ­
ц и и  F(x),  в с ю д у  н е п р е р ы в н о й  и и м е ю щ е й  о г р а н и ч е н н у ю  
и к у с о ч н о - н е п р е р ы в н у ю  п р о и з в о д н у ю  / ( х ) ,  т о  п р и  п о ­
ч л е н н о м  д и ф е р е н ц и р о в а н и и  т а к о г о  р я д а  мы п о л у ч и м  
р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ( х ) ,  к о т о р ы й с л е д о в а т е л ь н о  б у д е т  
с у м м и р о в а т ь с я  к / (х) п р о ц е с с о м  с р е д н е - а р и ф м е т и ч е с ­
к и х  в о  в с я к о й  т о ч к е  н е п р е р ы в н о с т и  / ( х ) 1, в частности он 
будет сходиться к значению

/ ( х  +  0 ) + / ( * - 0)
2

в каждой точке, в окрестности которой / ( х )  удовлетворяет условию 
Дирихле (§ 12).

В заключение отметим частный случай установленного предложения: 
р я д  Ф у р ь е  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  F(x),  в с ю д у  н е п р е ­
р ы в н о й  и и м е ю щ е й  п р о и з в о д н у ю  / ( х ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ у ю  
у с л о в и ю  . Д и р и х л е  в п р о м е ж у т к е  (0,2л), п р и  п о ч л е н н о м  
д и ф е р е н ц и р о в а н и и  д а е т  р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ( х ) ,  с х о ­
д я щ и й с я  в к а ж д о й  т о ч к е  х  к з н а ч е н и ю

/ (х - | -0 )+ / (х -0 )
2

§ 18. Порядок коэфкциентов Фурье

Задача настоящего параграфа —  исследовать зависимость, существую­
щую между характером функции и порядком малости ее коэфициентов 
Фурье. Относительно функции / ( х )  периода 2л мы заранее предположим, 
что она сама и ее последовательные производные, о которых в дальней­
шем будет речь, могут допускать лишь ючки прерывности 1 рода в 
конечном числе на промежутке (—  л, -J- л). Обозначим через

10) „(0) (0)
Л1 9 9 • • • 9 Л1р

точки прерывности функции/(х), лежащие внутри промежутка (— л, -J- л),
через.

х<‘> х<*> . х°>

точки прерывности ее производной / ( х )  внутри промежутка (— л, -J- л) 
и вообще через

х<*>, х<*>...........х<*>
і « *

точки прерывности производной /<*> (х).

. „  ,  f ( x  +  0 ) + f t x  —  O)• В точке прерывности 1 рода к значевию ------------ ц-*----------

§ 18. ПОРЯДОК КОЭФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ 83

К точкам прерывности очевидно нужно присоединить один из концов 
■ромежутка (— л, -f-л ), например л, если предельные Значения / ( — л -J-0)
и / ( л  — 0), / ( — л +  0) и /» (л — 0 ) ......... / < * > ( - тг +  О) и /< * > ( л - 0 )
между собой не совпадают. Обозначим через 3/** скачок функции f w  (х)  
в точке xj*>, т. е. положим;

з<*> =  /  <*> (х<*>+ о ) — /  <*) (х<*>— о),

где
і = 1, 2  sk; к —  0, 1, 2 , . . .

Ради симметрии, обозначений будем считать х<*> = л ,  полагая при
гк * ‘

этом:
*/>+ = / ( * ) ( — л +  0) — /(*)  (л —  0),

где
к =  0 , 1, 2 , . . .

Разбив промежуток интегрирования ( — л, -j-л )  на отдельные части: 

( — л, х  ;о), (дс<р), х J»)..........(х<|», л),
О

в каждом из которых функция / ( х )  непрерывна, мы можем, написав 
равенство:

cos пх d x - \ - -^  j* / ( x )  cos nx dx  -f- • • •
J0)
* 1/

■ r f

+  — J / ( x )  COS n x d x ,

*
выполнить интегрирование по частям, после чего имеем:

«я =  /(* ) 8- ^ 1 1?) + 4  Г №  I Х ?+ * ' '• +л L я J - .  » L п J (0,

х'0)

 L Г /( х )  sin /IX  rfx —  •  -------— Г / ( х )  sin ях rfx.
ЯЛІ

д<°>
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Выполняя указанные подстановки и соединяя все интегралы в один, 
получим:

■*Ь+І

°п

Положим:

■ - L J ]  а Г  sin nxjo) (*)  sin nx dx.
1

* + i

V »= v S J ‘0’ sin ,w :0) (1)
/=1

и обозначим через a'n, Ыn коэфициенты Фурье производной /'(дг).
Тогда формула для ап примет вид;

Ь \
п

Совершенно так же получим:

( 2 ?

я ’ я
где положено:

+  (3)

' • = 4 Е * ?

+  *
8<0' cos ядг(0). (4)

Г = 1

Формулы (2) и (3) показывают, что е с л и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ­
ц и я  f (x )  и м е е т  т о ч к и  п р е р ы в н о с т и ,  т о  е е  к о э ф и ц и е н т ы

Ф у р ь е  п р и  я —*оо б у д у т  б е с к о н е ч н о  м а л ы м и  в и д а  О

Кроме того из тех же формул следует, что е с л и  п е р и о д и ч е с к а я  
ф у н к ц и я  / ( х)  в с ю д у  н е п р е р ы в н а ,  т о  е е  к о э ф и ц и е н т ы  
Ф у р ь е  п р и  я —> о о б у д у т  б е с к о н е ч н о  м а л ы м и  п о р я д к а  в ы ш е

— , т, е. вида 0 | j  2 Действительно в этом случае А9 — Во =  0, и

формулы (2 ), (3) примут вид:

и а\
a* =  - ~ Z '  л~ ~ п  '

где а'а и Ѵп как коэфициенты Фурье функции / ( * ) ,  стремятся к нулю

* Мы полагаем: гп =  О (у (л)), если отношение — . по абсолютной величине
f\n)

остается меньше некоторого постоянного положительного числа, каково бы ни 
было п.

* Мы полагаем: гп =  о(?(л)), если отношение ~р~ при п->СО стремится
п я)

к нулю.

§ 18. ПОРЯДОК КОЭФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ 85

при я —» сю. В рассматриваемом случае ряд из коэфициентов Фурье функ. 
ции /(дг) есть абсолютно сходящийся, так как ряды

Л з |  Д  s 1

сходятся (см. § 1, примечание 2); следовательно данный ряд Фурье схо­
дится абсолютно и равномерно.

Возвращаясь к формулам (2), (3), мы, пользуясь ими, представим 
коэфициенты Фурье аа и Ьп, которые сами суть бесконечно малые вели­
чины при я —► оо , в виде сумм составляющих различных порядков ма- г*

лости по сравнению с . С этой целью, применяя формулы (2), (3)

к а'п и Ь'П, будем иметь:
В Ь" л а

а'я =  —  — ------2, 1 +  - ", (5)л п п " п ' n w
где положено: ,*+1

=  —  J ]  cos ядс</>, (6)
І - \

В , = 4 2 * ^ "  лдс<1), (7)
/= 1

а через а ', Ь"п обозначены коэфициенты Фурье второй производной f  (х).
Внося выражения (5) для а'я и Ь'п в формулы (2), (3), представим 

ая и Ьп в виде:

Я Л2 пі (8)

ba =  ̂ - h  (9)
"  Л Л2 „ *  '  '

Продолжая эти преобразования, окончательно получим:

а == —  —  - 1 4 -  ^ 2 4 - - 8 ______ U -*  ( 10)
л л’ ^ л З ^ л *  ^ л * ’ 1 '

b  (- Tk ( i n
n n л2 лЗ n* ^  1 ;

A , =  \  J ]  і^совлдср); ( 12)
i - l

*J+ 1

iW s in n x n  ( /  =  0 , 1 , . . . ) ,  (13)
Is  1

где положено: e ,*)~r 1
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а через /^ , г \  обозначены с точностью до знака коэфициенты Фурье 
(*)

функции / ( * ' ,  величины бесконечно малые при я —»-оо.
Из формул (12), (13) мы усматриваем, что А.  и В. зависят от

(I)
скачков производной / ( х)  и обращаются в нуль, если эта производная 
всюду непрерывна.

Таким образом, е с л и  п е р и о д и ч е с к а я  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ­
ц и я  f ( x )  и м е е т  в с ю д у  н е п р е р ы в н ы е  п р о и з в о д н ы е  д о  
(к — 1) п о р я д к а  в к л ю ч и т е л ь н о ,  т о  е е  к о э ф и ц и е н т ы

Ф у р ь е  ап и Ьп б у д у т  п р и  п —>оо п о р я д к а  в ы ш е  ч е м
Пг

Действительно из формул (10), (11) в этом случае вытекает:

„ -  ГЛ  ь -  Г* 
я~ ~ л * '  я*'

где^Ѵ  ̂ и г"л стремятся к нулю при я —► о о .
Более того, в рассматриваемом случае можно утверждать, что ряд

11 =  1
сходится, потому что ряды

00 00

Л = 1 л—I

суть сходящиеся (см. § 1, примечание 2).
В частности е с л и  п е р и о д и ч е с к а я  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  

f ( x )  д о п у с к а е т  в с ю д у  н е п р е р ы в н ы е  п р о и з в о д н ы е  л ю ­
б о г о  п о р я к а ,  т о  е е  к о э ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е  ая и Ъя у д о ­
в л е т в о р я ю т  у с л о в и ю :

пкап —* 0 , пкЬн —* О 

п р и  п —» оо, к а к о в о  бы ни  б ы л о  к . 1
Формулы (10), (11) остаются в силе для рядов Фурье в случае про­

межутка (— /, -)-/)• В этом случае нужно положить:
*/-И

' / - ( т У т Е ч » - ^
4 ' І= 1

/ / V I  C l літдКЛ
Ч * - * - Г - .

* Любопытно отметить, что это условие является не только необходимым, 
но н достаточным, для того чтобы периодическая функция /  (х) была сама непре­
рывна вместе со всеми ее производными.
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где ^ + ,= = A ° ( — 0) — / < / ) ( / — 0 ), а гк и г\  отличаются
/  I \*

от прежних лишь множителем I — 1 , и следовательно попрежнему суть

величины бесконечно-малые при п —«• оо .
В приложениях теории рядов Фурье весьма часто приходится разла­

гать функцию /( * ) ,  заданную в промежутке (О, /), в ряд по косинусам 
или синусам. В этом случае, как известно (§ 15), коэфициенты рядов

f  +  S » . c o S =  0 4 )
« = 1

И

(15)
/

/Г=1

определяются по формулам:

f ( x ) c o s ~ d x - ,  (16)

- Я f { x ) s \ n ~ d x  (л =  0, 1, 2 , . . . ) .  (17)
о

Оба эти случая приводятся к предыдущему, продолжая функцию Д х),
в соседний промежуток — / < * <  0  четным или нечетным образом.
В первом случае мы должны положить:

/ ( — * ) = / ( * ) .  (18)
а во втором

f ( - ж) =  - / ( * ) .  (19)
(Л

Рассмотрим, например, ряд (14). Допустим, что функция / ( * )  имеет 
внутри промежутка (О, Q точки прерывности:

яр. ф  Щ  ( / - 0 , 1, 2 , . . . ) .

При четном продолжении функции f(x )  ее производные четного по­
рядка продолжаются четным образом, а производные нечетного порядка—  
нечетным образом, что непосредственно доказывается диференцированием 
тождества (18) относительно х. Следовательно продолженная функция 
и ее производные четного порядка ( j —  0 , 2 , . . . )  буяут иметь точками 
прерывности внутри промежутка (— /, /)  точки вида

-М<Л ( /  =  1, 2 ..................7 = 0 , 2 . . . . ) :
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что же касается точек 0  и /, то они не будут точками прерывности, 
потому что при четном продолжении:

/< / ) ( _  0) = /< '> ( +  0 ); /(Л (—  / +  0 ) = / < ' > ( / _  0 ) ( / = 0 , 1, . . . ) .

Для производных же нечетного порядка, кроме точек

± е у > ( / —  1, 3 , . . . ;  і — 1, 2 , . . .  Оу),

точками прерывности будут еще точки

со скачками в них:

8<Л =  /(У) ( +  0) _ / 0 )  ( _  0) =  2/W) ( +  0);

*/?+, =  / 1Л (/ +  0 ) - / W )  (/ -  0) =  -  2  /<Л ( / -  0 ).

В симметричных точках прерывности ( ±  &/>) скачки функции /^Цх), 
при у, равном нулю или четному числу, будут противоположных знаков; 
при j  равном нечетному числу эти скачки будут одинаковы,

После всего сказанного мы видим, что формула (12') в рассматри­
ваемом случае при j  нечетном дает:

лп£ОГ
(20)

/ / У Г 1 2 г і  лтг£(
а , -  ( - )  I -  ( V 4- V , cos Л7Г)+ ¥ І І  г!;)cos Т  

' '  L і=і
а при j  четном Aj =  0 .

Что же касается формулы (13'), то, наоборот, при j  четном по­
лучаем:

Oj+l
/  I у  2 VI ятг£<У>

Bi = w )  <21>
4 і= 1

а при у нечетном Д, —  0. Очевидно, что формула (11) в этом случае 
дает: Ьп=  0 .

Те же формулы (20), (21) годятся для вычисления Ья по формуле 
( 11) в случае нечетного продолжения функции / ( х),  причем в этом 
случае формула (20 ) справедлива при j  четном, а формула (21 )  при j  
нечетном.

§ 19. Улучшение сходимости рядов Фурье

В предыдущем параграфе мы видели, что присутствие в выражении

«О Э Ф .Ш ,™  Ф * , .  « н о ,  „ .д .  о ( 1 ) .  благодаря ко™ры. ряд Ф,рья

медленно сходится, обусловливается наличием точек прерывности функ­
ции / ( х ) .
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Функция / ( х )  может иметь внутри промежутка (— я, -j-тг) произ­
водные сколь угодно высокого порядка, но достаточно одной точки пре­
рывности в конце промежутка, т, е. иначе говоря, несовпадения предель­
ных значений / ( — я - |- 0 )  и / ( я — ,0), чтобы ряд Фурье был практиче­
ски негодным для вычисления.

Кроме того в приложениях очень часто важно знать не только самую 
функцию, а также ее производные первого и второго порядка. Между 
тем очевидно, что при каждом диференцировании ряда Фурье порядок 
его коэфициентов понижается на единицу, как это следует из равенств:

оо

' ( * ) = ■ ?  +  £  (Ял C0S ПХ +  Ьп Sin п х )> 
п — 1

ОО VW
t \ x )  =  ^  П(Ьп C0S Я* — ап sin пх)>

п »  1
00

/ ' ( х )  =  ^  л* ( — ая cos пх —  Ья sin пх),. . .
Л = 1

и таким образом сходимость ряда Фурье при его диференцировании 
ухудшается; например, если коэфициенты Фурье функции / ( х )  суть вида

что будет в том случае, если эта периодическая функция всюду

непрерывна, a f ( x )  может иметь точки прерывности, то ряд, полученный 
почленным диференцированием для вычисления /'(х ), будет иметь коэ­

фициенты вида О » а Ряд для f ( x ) перестанет быть рядом Фурье,

так как его коэфициенты не будут даже стремиться к нулю. Отсюда 
возникает задача улучшения сходимости ряда Фурье, заключающаяся 
в следующем: выделить из суммы ряда Фурье подходящим образом по­
добранную функцию так, чтобы ряд, получающийся в остатке, имел 
коэфициенты настолько высокого порядка малости, что ухудшение схо­
димости при его диференцировании не мешало бы вычислять производ­
ные. Так например, если нам нужно вычислять почленным диференциро­
ванием производные до второго порядка, то коэфициенты ряда —

остатка должны быть вида О , так как тогда для второй произ­

водной получим ряд с коэфициентами вида О j  и ее вычисление

с этим абсолютно и равномерно сходящимся рядом будет удобно.
Переходя к описанию метода улучшения сходимости рядов Фурье, 

мы прежде всего заметим, что можно всегда подобрать кусочно-линей­
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ную периодическую функцию F0(x), т. е. функцию с графиком, состоя­
щим из прямолинейных отрезков, так чтобы она имела те же точки пре­
рывности и те же скачки, что и / ( х ).

Тогда разность / , ( . * ) = / ( . * ) —  F0(  <) не будет иметь скачков, и ряд 
Фурье функции / , (* )  будет следовательно обладать коэфициентами вида

° ( і ) -
Исправив данную функцию / ( х ) с помощью выделения из нее

весьма простой и теперь известной функции /^ (х), мы далее тем же ме­
тодом исправляем f ( x ) ,  полагая:

п х ) = / ; ( * ) + а д  — / . ( * ) + а д -
где Fa(x ) есть кусочно-линейная периодическая функция с теми же скач­
ками, что у /'(■*), и таким образом ряд Фурье функции / ,(* )  будет

иметь коэфициенты вида о ( 1 ) .  Продолжая этот процесс далее, по­

ложим:
П х )  = f 2(x) +  а д  = / t (x) +  Ft (x).

Допустим, что процесс исправления производных функций мы остано­
вили на / ' (* ) .

Тогда / а(х) есть функция всюду непрерывная по самому построению, 
и. мы имеем:

/ , ( * ) = j  fa{x)dx +  J [Ft {х)  -  а д ]  dx  - f  С.

Коэфициенты ряда Фурье функции

J /,(*)<*•*

будут вида о ( 1 ) ,  так как при интегрировании ряда Фурье функции

fx(x)  с коэфициентами вида О ( ~ j )  мы получим ряд с коэфициентами

вида 0 ( 1 ) .

Второе слагаемое последнего равенства

| [ а д - а д ] Л с + с ,

которое получается путем интегрирования кусочно-линейной функции, 
есть очевидно функция, график которой состоит из кусков парабол вто­
рой степени.

Вспомнив, что f \ x ) = f t (x ) - \ -F i {x), мы представляем f { x )  в виде

суммы трех слагаемых: ряда Фурье с коэфициентами вида
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функции, состоящей из кусков парабол второй степени, и наконец функ­
ции F}(x), состоящей из кусков прямых.

Далее

/ , ( * )  =  J / , ( * )  d x  +  j  [Ft {х) -  а д і  dx  +  C 

есть сумма трех слагаемых [если вспомним состав / Х(х)]:

1) ряда Фурье с коэфициентами вида О ( ~ « )  !

2) функции, график которой состоит из кусков парабол третьей 
степени;

3) функции, график которой состоит из кусков парабол второй 
степени.

Замечая же наконец, что f ( x ) — fj(x)-{- F0(x), мы представляем дан­
ную функцию / ( х )  в виде суммы четырех слагаемых:

1) ряда Фурье с коэфициентами вида o ( ^ j ) ,

2) функции с графиком, состоящим из кусков парабол третьей 
степени;

3) функции с графиком, состоящим из кусков парабол второй сте­
пени;

4) функции F0(x), график которой состоит из прямолинейных от­
резков.

Итак мы составили три простых функции, графики которых состоят 
соответственно из кусков прямых, парабол 2 -й степени и парабол 3-й 
степени, такие, что вычитая их сумму из данной функции / (х ) ,  мы по­

лучаем в остатке ряд Фурье с коэфициентами вида o ( l j .

Мы для определенности оборвали процесс исправления производных 
функций на f ( x ) .  Очевидно, продолжая этот процесс исправления по­
следовательных производных, мы сможем получить в остатке ряд Фурье 
с коэфициентами сколь угодно высокого порядка малости. В частности 
может случиться, что ряд, получаемый в остатке, есть тождественный 
нуль, и тогда описанным процессом мы представим сумму / ( х) данного 
ряда в виде суммы простых слагаемых, из которых каждое имеет гра­
фик, состоящий соответственно из кусков прямых, парабол 2 -й степени, 
парабол 3-й степени и наконец парабол ft-й степени.

В приложениях обычно функция f ( x )  неизвестна, а дан ее ряд 
Фурье, коэфициенты которого имеют вид, соответствующий формулам 
( 10), ( 11)  из § 18.

По самому виду коэфициентов Фурье мы определяем точки прерыв­
ности и величины скачков функции / ( х )  и ее производных, и затем
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указанным здесь методом улучшаем сходимость ряда Фурье, а в некото­
рых частных случаях находим его сумму.

Описанный в этом параграфе способ, а также приводимые ниже 
примеры принадлежат акад. А. Н. К р ы л о в у .

§ 20. Примеры

1°. У л у ч ш и т ь  сходимость ряда

sin jc , sin 2jc . . sin пх ,
/ ( * ) =  j

В данном случае

“ л

Мы воспользуемся формулой (11) из § 18, откуда усматриваем, что 
=  1 .

Из формулы (20) того же параграфа, при / =  тг, /' =  0, находим:

°0

1 =  ~  (*и0) 4- 8JJV1 cos Л1Г) +  4  S  }'0> C0S Л̂ 0>'
/  =  1

Это равенство будет удовлетворено, при любом л, если положим;

о0 = о ,  гу»=о, г<«>)=тг.
Таким образом функция / ( * )  в промежутке (0, тг) имеет только 

одну точку прерывности 0 со скачком і̂ °> =  тт. Так как =  2 / ( - } -  0),

то / ( - ) -  0) =  ~~ . Заметив, что / (тг) = 5  0, мы исправляем функцию f  (х) 
h

с помощью F0(x) —  —— 4  (0 < дгs g тт), полагая: f^(x)— f ( x ) — F0(x).

Разлагаем в ряд Фурье по синусам функцию /,(* ) .
Так как

„ ,  „ п —  х  sin jc , sin 2jc , , sin пх ,
F M -

2 1 1 2  ' 1 л

(§ 13), то /,(дс)нн 0. Следовательно в данном случае

f (x )  =  F0{x).

Итак мы обнаружили, что сумма данного ряда при

0 <  х  «S п
есть

тг — х
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2°. Улучшить сходимость ряда

. . .  . т ис  1 Зтгдс 1 . 5ядс f  (* )  =*  *in - / ---- 3» sin ——\- g j  sin —t- - - - - - - -
1 /ПТ

Здесь bn =  — s i n y ;  из формулы (11) § 18 мы усматриваем, что

о  • ятгЯ , =  —  sin у .

По формуле (21 ) того же параграфа, полагая в ней / = 1, получаем:

ли I 2 J  /пй.1» ляй» 1
_  s,„ _ _ =  _  J(t)sln _ _  _|_V y sin ------  I--- J .

Это равенство будет удовлетворено при всяком л, если примем:

1 2  лтг лтгКЧ
— 1  KD, _ = — L .  JO)=*ja) —  _ о

1Г И 1 ’ 2 /  ’ 2 3 0 з  =  »•
т. е.

тг2 /
І0 ) =  _ _  Р(І) _ _ _

1 21' 4  2 •

Итак производная /'(х)  в промежутке (0, I) имеет одну точку пре-
I тт*

рывности - - со скачком — ^ .

Составляем производную:

00 Sinn —

П=1
По теореме § 7 имеем:

іг

1 И 4 + ° М М К 2 Ь
п

03
7Г VI sin лтг

=  2ih —  =  °-

00 sin я -
2  ля
- € 0 5 -  =

/1 =  1
с»

/1=1

С другой стороны, мы нашли, что:

1 Хотя ряд для / ’(х) не будет равномерно сходящимся, тем не менее по­
членное диференцирование законно (см. § 17).
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Из двух последних равенств находим:

/ ( ; + . ) — 5 .  / ( і - . К -

Следовательно за F^x), исправляющую / \ х ) ,  можно взять функции;

(  Я * /
— , еслй 0 < х <  —

^ )  =  J "  2

\ ~ Т Г  если т <дс</-
Разлагая в промежутке (0, /) в ряд Фурье по косинусам, по­

лучим;

00 sin я

f f s i

Таким образом / a( x ) = f ( x )  —  F ,(x ) =  0, т. е. f ’(x) =  Fl (x), откуда

при

0 < х « £ - ^ ,

так как при х =  О функция / ( х )  обращается в нуль.

Для промежутка ^ , /  j  получим:

/ ( * )  =  —  \ i x J r c >

где С определяется из условия / ( / )  =  0 , которое нам даст: 

Таким образом

С ш ш -  с  4 •

. . .  Я» , Я* Яа . .  .
/ W  — 4 / * + 4  = 4 / ( х)

Итак мы нашли окончательно функцию /(х ):  

/ ( х )  =

я* I
х ,  если 0 еС х  —

"г . I ^
ц (1~  ■*). если - 2 < х ^ 1'

(Ср. § 15, пример 2).

§ 20. ПРИМЕРЫ 05

3°. Улучшить сходимость ряда

m  Н
2  Y \ nQ0Sn 2 • ™х

Я*1

Для того чтобы представить в виде формулы ( I I )  § 18, разло-
й л 1жим дробь — т по степеням — , доведя разложение до членов по-

я —  1 л

рядка . Мы имеем:

1 1
л* — 1 л  \_

л*

і + ± + ± . _ Л _ 1  
^ л * ^ л *  _1.

*  J
т

и следовательно данный ряд можно написать так:

„  1 я
_ 00 я cos л —-

Л = 1
где положено:

ГГ\ ^  - л  -  ТГОО cos л —  00 с о зя —
О __ 2  П  2  . . _ лтг*  с  2  2  , лях

— ч Ь ~ т ~
Л=і Л=1

^  7Г
00 COS Л ту-

2  ѴТ 2  1 ' лях
sfn-/ ? =  —  - J ]  — ,тг AJ л1

п=1 1 ------- ТГ
5» . Т э,и /  *

л*
Сначала улучшаем сходимость ряда 5“j.
В этом ряде

2СОЗЛ^  
я п ’

следовательно по формуле ( 11)  § 18 находим:

. 2  ля
Л0 =  - - с о 3 - .

Пользуясь формулой ( 20) того же параграфа, в которой положено 
у =  0 , получим:

2  я  1 2  яя^°)
-  -  cos л 2  =  -  ;«S0) +  ^ Ѵ і cos +  *  2  Г  cos ~ Г ‘

І ШІ
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Этому равенству мы удовлетворим при всяком я, если примем:

ядй0) ліг
о0 =  1, «<°> —  О, =» 0 , a',*» c o s - y -  —  -  c o s -  ,

откуда:

*°> =  — 1,

Итак функция 5 ,(х )  в промежутке (О, Г) имеет одну точку прерыв­

ности Й» =  — со скачком = — 1. Так как

1100 cos л-

Н М т + ' М т - « ) ] ~ t S - T 1 * ? -
/1=1

(теорема § 7) и

* ( т + в ) - * ( т - 0 ) — *•
то

^ ( 4 + 0 — т -
С другой стороны, мы имеем:

5 ,(0 )  =  5 ,(0  =  0 .

Таким образом за F0(x), исправляющую 5,(дг), следует взять 
функцию:

Fo(x)

Разлагая F0(x) в промежутке (0, /)  в ря̂ д Фурье по синусам, по­
лучим:

2  ^ С03ПУ. 2  2 . mix
- ^ - 1 — •

/1= 1

т. е. мы найдем, что 5,(jc) =  F^x).
Переходя к улучшению сходимости ряда 53, заметим, что 5 3 предста­

вляет функцию непрерывную вместе со своей первой производной. Ди- 
ференцируя 5 3 дважды, получим:

„  С °  COS Л "2 . яігдг
W - 5 V , •sin-

Р L i  п I
п -1
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Сравнивая 53(*) с F0(x) видим, что 53(*) определяется равенством 

5 ;(*) =  - £  F0(x)

ИЛИ

- Н X для 0 < л : <
/

а д

Интегрируя 5 3(х ) дважды, находим:

з д =

/
0 ,  ДЛЯ у  < х  !=г I .

—  -к®-f-CjJC +  С2 для Otsz.xK .-L6/з

& s(x — 0a+ C s(x — І) +  С4 для Y < * <

Для определения постоянных С,, Са, С3, С4 имеем условия 5 ,(0) =  0, 

5 3(/) =  0, 5 3(дг) и 5 3(дс) непрерывны при х = ^ ~ ,  т. е. С2 =  0, С4 =  0:

( - й ^ + ^ + ^ )  = ( - ■ ^ ^ - 7 )8+ а д - о + с 4 )
•*—2 •»--7

откуда получим:

г  — ___  С — ——
24/ ’ 3 ОА1 ’24/

Следовательно функция S^x)  такова:

а д =

тг3 , , . к 2 „ /
~ 6 Р Х + Ш Х ^  ° ^ х ^  2

~ Ш * ( х ~  1,*~ Ь ~ ш (х ~ о  для

Итак окончательно мы нашли:

/ ( * )  =  S,(x) +  5,(дг) +  /?(*), 

где 5 ,(* )  и St (x) суть найденные выше функции, a R(x)  представляется 

рядом Фурье с коэфициентами вида О ^ 4 )  *

В настоящем примере мы улучшили сходимость данного ряда, полу­

чив в остатке ряд Фурье с коэфициентами вида °(і> Более того, мы
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можем просуммировать данный ряд, поступая таким образом. Заме­
тим, что

„  п
„  *  COS л —
2 ѴЛ 2 лтгдс

sin
і(я а — 1) /  ’

Л =  1
и следовательно:

я = 1

Так как 5 }(лс) кусочно-линейная функция, то двукратным диференци- 
рованием последней формулы получим:

„  п

ч 2 VI ЛС05П 2 " • лтт*  *г „  ч
№ ) -  Т  ?Г 2 j  І й = Г ; , І П - -  П х )-

n=t
Из составленного диференциального уравнения можно определить 

/(дс) путем его интегрирования:
.г, ч ,  ггдс * _ ттдс/(дс) =  A co s- j -  -f- В  sin - j - ,

где А и В  —  постоянные, которые могут иметь разные значения для 
различных промежутков, потому что /(дс) при изменении дс от 0  до /
имеет точку прерывности. Значения А и В  должны быть определены по
значениям функции для начала и конца каждого промежутка непрерыв­
ности. Мы видели, что /(дс) в промежутке (О, I)  имеет одну точку пре­

рывности при д с = -^ - . В промежутке ^О, мы получим такие гра­

ничные условия:

« 0 ) - 0 , / ( f - o ) - i - .

Последнее условие получается из равенств:

'(т+'М т-0)—1-
[так как скачок функции /(дс) при дс =  -^- совпадает со скачком функ­

ции Sj(x)]

/ ( т + ° М т - 0 ) - 0
1 Эту формулу мы получили бы путем выделения лишь St(x), написав оста­

ток в виде ряда Фурье с коэфициентами вида О ^  ̂  .
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(это следует по теореме § 7), откуда

'(у—°)=-Мт+°)=—т-
Подставляя дс =  0 и •* =  у  в формулу для /(дс), получим: 0 =  А,

-^- =  В, и следовательно будет:

, ,  . 1 , тідс „ /
/ W = 2 sinT  "Ри 0 < * < у -

Во втором промежутке непрерывности функции /(дс) or —  до I
2

имеем граничные условия:

Т .  /« = = < > •

Подставляя x — -j- и х  —  1 в формулу для /(дс), получим:

- ± - В , 0  =  - А ,

и следовательно будет:
ч 1 . таг / .

/(■*) =  —  у  sin т  при у < Д С

Итак функция /(дс) определена в промежутке (0, /), а значит, она 
определена и повсюду, поскольку она является нечетной функцией 
периода 21 (ср. § 15, пример 3°).

§ 21. Интеграл Фурье

Пусть функция /(дс), определенная для всёх значений х,  удовлетво­
ряет условию Дирихле на всяком конечном промежутке и сверх того 
абсолютно интегрируема в промежутке (— оо, -f- оо), т. е. интеграл

+  00 

/ = J  \f(*)\dx  
- 0 0

имеет конечное значение.
Как известно, в силу теоремы Дирихле (§ 11), во всякой точке дг, 

внутренней к промежугку ( — /, Г), мы имеем:

/(ДС f  0) + / ( д г - 0)
п=1

2

ии
«о I г /  гтх . «. • ппх\  

~  2  + 1 / ( а« с05- Г  +  **5Іп— ) ’
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где положено:
і

а „ —  \  C0S bn= -
- /  - /

Внося выражения ап, Ьп в написанную выше формулу, получим:

/ ( *  +  0 ) + / ( * - 0 )=м
00 0 )

Это равенство ( 1) имеет место при всяком I.
Спросим себя, как оно преобразуется в пределе при I —► оо.
Когда I —► оо, то первое слагаемое правой части очевидно стремится

к нулю, потому что
іI I + 0 0

і | / ( / ) Л  1 / ( 0 1 dt  <  1 J 1 / ( 0 1 d t =
—i —i —oo

Что касается остающегося ряда, то вводя новое переменное а, ко­
торое принимает равностоящие значения

к те те
Я] —  - j - , я2 —  2  — ая —  я і • • •,

получая каждый раз приращение Да =  —- ,  мы его перепишем так:

-і-  ^  Да J / ( 0  cos а (х  —  <)л -
(«> —г

При больших значениях / интеграл, стоящий под знаком суммы, 
мало отличается от

00
j / ( 0 cosa(jc —  t)dt,

-о о

и вследствие этого можно предполагать, что когда / —► оо, вся сумма 
будет стремиться к пределу:

оо оо

ѵ-М/ ( / )  co sa (x  —  t)dt.
о • —00
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Таким образом равенства (1) в пределе при / —>-оо примет вид:
оо со

О - 0 0

Эта формула, которую мы получили из ряда Фурье путем перехода 
к пределу при I —* оо, носит название формулы Фурье. Приведенный 
вывод формулы (1) не является строгим, справедливость этой формулы 
должна быть обоснована, что мы и сделаем. Приступая к строгому до­
казательству теоремы, выражаемой формулой Фурье, мы сперва точно 
формулируем это предложение: е с л и  ф у н к ц и я  } ( х )  у д о в л е т в о ­
р я е т  у с л о в и ю  Д и р и х л е  во  в с я к о м  к о н е ч н о м  п р о м е ­
ж у т к е ,  б у д у ч и  а б с о л ю т н о  и н т е г р и р у е м о й  в п р о м е ­
ж у т к е  (— оо, оо), т о  и м е е т  м е с т о  ф о р м у л а  (1).

Интеграл, стоящий в правой части этой формулы, называется инте­
гралом Фурье функции / ( * ) .

Для вывода формулы (I) нам достаточно показать, что

1   , , _ / С * + ° > + / <*_г-_о>J f ( t )  cos а (д: —  t )d t-  
о - о о

Обозначая через /( / ,  х)  интеграл, стоящий в левой части под зна­
ком предела, мы можем переставить в нем порядок интегрирования по t 
и а и записать его в виде:

со

1(1, x ) = a ^ [ f ( f ) d t ^ z o s a ( x — f)d i .  (2>
- с о  о

Возможность такой перестановки порядка интегрирования вытекает 
из того обстоятельства, что

+ 00

J / ( / )  cos а(х  —  t)di
— со

сходится равномерно относительно а, каково бы ни было а. 
В самом деле интегралы

г - і
[ f ( f ) c o s a ( x  — ()dt, f / ( 0 cosa(jc —  t )d t  ( /< /* )  
/ -  г

по абсолютной величине не превосходят
t

I dt.

(3)
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f

I'

Вледствие абсолютной интегрируемости функции / ( * ) ,  при данном 
сколь угодно малом е, е > 0 , можно найти такое число /0, не зависящее 
от а, что при всяком значении /, / > / 0, имеет место неравенство:

г

‘ 1 / ( 0  \ d t < t  (Г >  о ,
і

и следовательно интегралы (3) будут тоже меньше, чем s по абсолют­
ному значению. Как известно, в таком случае интеграл

00

J  / ( / )  cos а (х  —  0  dt 
- о о

можно интегрировать по параметру а под знаком интеграла, что и дает 
нам формулу (2).

Вычисляя внутренний интеграл формулы (2) непосредственно, мы 
получим:

(°о

/( / ,  x)  =  —  j / ( 0  - ~ t - - dt, (2 ')
— 00

и наша задача приводится к тому, чтобы установить предельное ра­
венство:

оо

'“4  /< о  _  / .<*-+ ~  о> . (4)
/-*■00" J х  —  t

- 0 0

Разбивая промежуток интегрирования (— оо, оо) на две части 
( — оо, х) и (х, оо), мы представим / ( / ,  х) так:

— ОО —00 х
Вводя вместо х  —  t  переменное г  в первом интеграле правой части 

и — г  во втором, получим:
оо оо

(5)
А  I I  J  А

О

Применяя к этим интегралам лемму II (§ 10, примечание), мы зак­
лючаем:

00
sin l z  . 1 IT 1

lim — С 
/->•00 71 J  

0
f (X  — z ) - j — d z =  — " Y ^ X ~  0) =  ~ 2 ~  0 )‘
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00

т / е * + 0 ) — J - / (* + o >
о

и значит из формулы (5) следует:

І-fOO
что и нужно было доказать.

§ 22. Частные случаи интеграла Фурье

Формула Фурье (I) может быть упрощена, если функция / ( х )  четная 
или нечетная. Действительно, заменяя cosa(j£ —  t) через cos ах  cos at  -f- 
-J- sin ax  sin at, представим формулу (I) в виде:

оо оо
/(*  4- о) + / ( *  - °)= i  j  da j / (0  cos at cos axdt +

u —oo
00 00

-(- -i- j  da  j* f i t )  s in a /s |n a x  dt.
4  о - 0 0

Предположим, что f ( x )  функция четная. В этом случае / ( / )  cos a 
как функция переменного t  есть четная, а функция /(< ) sin at — нечетная, 
и следовательно

ОО 00

J f ( t )  cos at dt —  2 j /  (t) cos atdt,
- o o

oo

J'
/ ( / )  sin at dt =  0 . 

— oo
Таким образом находим:

СО 00
f ( x  + 0 )  + / ( *  -  0)  _  J со.  ̂ j  т  cos т

и О

Предположим теперь, что / ( х ) функция нечетная.
В этом случае f ( t )  cos at как функция переменного t  есть нечетная,

а функция /(< ) sin at четная, и следовательно

оо оо оо
J* f ( t )  cos atdt  =  0 и j f ( t )  sin at dt =  2 j f ( t )  sin at dt.
■oo - o c
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Таким образом получаем:
СО 00

+  =  J  sin ах da  j  f ( t )  sin at dt. (Ill)
о 0

Допустим теперь, что функция /(дс) определена только в промежутке
(О, оо), абсолютно интегрируема на этом промежутке и удовлетворяет
условию Дирихле во всяком промежутке (0, /), каково бы ни было I. 
Мы можем продолжить эту функцию в соседний промежуток (— оо, 0) 
четным или нечетным образом и получим таким образом соответственно 
две формулы (II) и (III). При х  >  0 эти формулы дают изображение 
одной и той же функции /(дс) с помощью двух разных аналитических 
аппаратов. В частности, если /(дс) функция непрерывная в промежутке 
(О, оо), то формулы (II) и (III) при х  >  0 примут вид:

00 00

/(дс) =  -^ -J co s ах da |  f ( t )  cos i td t ,  (IT)
о о
оо оо

/(дс) =  ^ - J  sin аде rfa |  f(t)sinat-Jt.  (ИГ)
о о

Интересно отметить, что первая из этих формул верна и при дс =  0, 
так как при четном продолжении функции /(дг) сохраняется ее непре­
рывность при дс =  0 , этого не будет при нечетном продолжении функ­
ции /(дс), если Д 0 ) = ^ 0  и вторая формула (III') неверна при дс =  0, так 
как в правой части при дс =  0  мы получим 0 , в левой же / ( 0).

§ 23. Приложение формул Фурье к интегральным 
уравнениям первого рода

Интегральным уравнением первого рода называется уравнение типа: 

ь

j Ь(х, у)фС У )Д ѵ=/(дс),
а

где ядро k(x, у )  и функция /(дс) дны,  а искомой является функция 
ір (у). Решение такого уравнения не всегда возможно: /(дс) не может 
быть вполне произвольной функцией, когда ядро k{x, у )  дано. Чтобы 
в этом убедиться, достаточно рассмотреть простейший случай, когда 
ядро есть полином относительно дс; в этих условиях вторая часть /(дс) 
необходимо должна быть тоже полиномом. Общие теоремы были даны
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П и к а р о м .  Мы изучим здесь как приложение формул Фурье следую­
щее уравнение:

оо
J cos х у  у  (у)  d y = / ( x ) .  ( 1)
о

В этом случае ядро уравнения k(x, у )  =  cos дсу. Предполагая * > 0 , .  
помножим обе части ( 1) на cos аде и проинтегрируем по дс от 0  до оо. 

Тогда мы получим:
со оо оо
j  cos аде dx  j If (у ) cos x y d y  — j  /(дс) cos ад: dx. 
о’ о и

Прилагая формулу (O') к первой части этого равенства, найдем:
со

у  <Р (a) =  I / ( * )  cos аде dx,
о

откуда имеем решение <р (у ), заменяя а на у:
оо

^  J  cos дсу/  (x)dx  =  <р(у). ( 2)
О

1 К о ш и  установил эти формулы (1) и (2) в несколько ином более

00

симметричном виде, заменяя /  на f  1 

Тогда решение <р (у)  уравнения:

т  =  j* cos х у  <f(y)dy (Г>
О

дается посредством формулы:
_ _  00

?(•*)=“ ] / 1  [  cos x y f ( y ) d y .  (2'>
о

Совершенно так же можно решить уравнение
оо
j  зіпдеу<р(у)4 у = /( д с ) .  
о

Умножая обе части на sin ад: и интегрируя по дс от (Z до оо, по­
лучим: оо оо оо

J  sin a x d x ^  sin х у  <f(y)dy =  |"/(дс) sin аде dx.
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■Формула (HI1) дает:
оо

у  <Р (а) =* j / ( * )  sin ах dx,
о

•откуда находим решение уравнения (3):
оо

<Р (У )=*у j / ( * ) s i n * y d * .  (4)
о

Формулы (3) и (4) можно написать в симметричном виде, если за­

меним f  через f ~ \ f
00

/ ( * )  =  ] / §  j  sin *y<p(*)tfy (3')

оо

* (* )  =  \ / ^ \  j sin ху  Л у)<У- (4')
О

Рассмотрим несколько примеров:
1°. Положим ср(у) =  е~*. Тогда имеем

оо

^е~* cos ху dy =  (П
о

Обращение формулы (1) нам дает:

оо
2 С cosjey

V J l + P
о

dx  =  e- у. (Г )

2°. Так же легко проверяемая формула
оо

j e - y s i n x y d y = j - ^

приводит к уравнению:
оо

(3е)

о
формулы (2') и (4*) могут впрочем быть установлены из элементарных 
соображений.
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3°. Положим:

Тогда имеем:
00

„ О О - /  1 "РИ 0 < у < 1  \  0  при у > 1.

j c o s * y t f > ( y ) d y = j \
О О

co s* y  y (y )d y  =  \ cos ху dy =* .

Отсюда заключаем на основании (2): 
00

2  fs in jc  [ 1 при 0 < Г у < 1
—  I  cos x y d x  =  { v Л 4,
it J x  I о при _ y >  1.

0 v

При у  =  1 получим очевидно средне-арифметическое предельных зна­

чений функции <р(у), т. е. =  таким образом имеем:

осоо
sin *  . 1
 cos *  dx  е в  — .

*  2
о

П р и м е ч а н и е .  Формула Фурье (I) может быть записана в виде:

— 00 - 0 0

Действительно эта формула вытекает из (I), если заметим, что 

e*(x-t)i-— cos д с* —  t) -)- i sin а ( х  — f),

причем cos а (х— Q четндя функция от a, a sin а (х  — t) нечетная. Таким 
образом получаем:

оо оо

-C D  -C D
00 00

—  2^  J r f a  j * / ( 0  [c o sa (*  —  f )  + 1 sin a  ( * — t ) ]d t= *
-CD -CD

00 00

4 ИО -o c
f ( t )  cos a (x  — t) dt.

00
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§ 24. Интеграл Пуассона

Пусть /(Ѳ ) функция периода 2тг, ограниченная и кусочно-непрерыв­
ная в промежутке (— тг, тг); обозначим через ап и Ьп ее коэфициенты 
Фурье и рассмотрим ряд

- - { ■ г  (аг cos Ѳ -j- br sin Ѳ) —(—••.• rn (an cos лѲ -{- bn sin лѲ) - } - • • •  (1)

При каждом значении г, и всяком Ѳ этот ряд абсолютно
сходится. Действительно, так как ап—► 0, Ьп-—► 0, когда л —>-<х>(§ 1), 
то существует положительное число Н  такое, что при всяком и имеем:
1 ап К  Н, \ЬП\<^Н. Поэтому, каково бы ни было Ѳ, абсолютные вели­
чины членов ряда ( 1) будут меньше соответствующих членов ряда

2t f ( l - f  r +  r*-\--------- \-ra - 1------- ).

Таким образом мы показали абсолютную сходимость ряда (1). Кроме 
того мы видим отсюда, что ряд ( 1) сходится равномерно относительно 
любого Ѳ и г, 0 s S r s S / - , < l .  Поэтому ряд (1) изображает функцию 
/(Ѳ , г), непрерывную осносительно совокупности двух переменных Ѳ 
и г, 0 г£ 1:

f(Q, г) = ^ - + г  (a, cos Ѳ -j- Ьг sin Ѳ) ----------

-j- гл (an cos лѲ -f- bn sin яѲ) +  • • •

Заметим теперь, что при г —  1 ряд (1) обращается в ряд Фурье 
функции /(Ѳ ); поэтому в тех точках Ѳ, в которых ряд Фурье функции 
f  (Ѳ) сходится, сходится также и ряд ( 1) при г —  1, и его сумма, 
в силу теоремы Абеля, совпадает с 1 іт /(Ѳ , г).

Т-* 1
В точках Ѳ, в которых ряд Фурье функции /(Ѳ ) сходится и имеет 

суммой /(Ѳ ), получаем;

/ ( Ѳ ) = / ( Ѳ ,  1) =  1іга/(Ѳ, г).
г—*1

Сумма ряда (2) при / • <  1 может быть изображена в виіе интеграль­
ной формулы. Заменяя в (2) коэфициенты ап и Ьп по формулам Фурье, 
представим /(Ѳ , г) таким образом:

К п

/  (Ѳ, Г) =  -і- j  ~  j / ( a )  da +  г  j / ( a )  cos(a  — Ѳ) da-\  j-
— it — it

it

, + A  / ( a )  cos л (a — 6)da  - ) - • • •

§ 24. ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА 109

Так как ряд

- у  / ( а )  +  Г/ (a) cos (а  -  Ѳ) -| (- г" /  (a) cos л (а —  Ѳ) --------

имеет члены по абсолютной величине меньшие, чем соответствующие 
члены ряда

І / ( * ) і {  y + ' -  +  ' 8+ "  -

то его можно почленно интегрировать по а в промежутке (— тс, тг). 
Это нам даст:

И

/ ( в ,  r ) = - ^ J  / ( а )  4 * г cos (а — Ѳ) -|-----------( -r « c o sn (a — Ѳ)-|------ j  da
— *

Выражение, стоящее в скобках под знаком интеграла, есть действи­
тельная часть ряда

4 - + * + г*-|-------------Ь гЛ+  • 1 1 12  1 1 1 1 1  2 1 1 — z

при Заметив, что

* I * 1 , ________________ 1_______________
2  “ І  2 •" 1 — /-cos(a — Ѳ )—  irsin (a  — Ѳ)

1 , 1 — r c o s ( a — Ѳ) -f - / / - s in(a—  Ѳ).
—  2̂ 1 — 2rcos (a — Ѳ ) + г* ~

  1 — г* л sin (a —  Ѳ)
“  2(1 —  2rco s(a  —  Ѳ) +  /■*) +  ' 1 —  2rco s(a  — Ѳ) + л* ’

получим:

n o ,  o - i f  / („ т - 2 - 1 г 4 5 Я _ ^ (3)

Интеграл, стоящий в правой части формулы (3), носит название 
интеграла Пуассона.

Рассмотрим в плоскости (лг, у )  круг С  с центром в начале коорди­
нат радиуса единицы. Отнесем точки круга, включая окружность, к си­
стеме полярных координат (г, Ѳ), помещая полюс в начале координат 
( 0 , 0 ) и принимая за полярную ось положительное направление оси 
абсцисс. Пусть теперь на окружности круга С  задана функция /(Ѳ ), 
ограниченная и имеющая лишь конечное число точек прерывности. Тогда 
интеграл Пуассона (3) определяет внутри круга С функцию /(Ѳ , г) =  
=  F(x, у), непрерывную в каждой внутренней точке круга С. Из раз­
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ложения (2) следует, что / ( в ,  r) — F (х, у)  есть действительная часть 
степенного ряда

со

^ + S (а" ~  ibn)z°'
П= 1

где г  — гел . Этот степенной ряд сходится внутри круга С, так как мо­
дули его коэфициентов ограничены

( \ а п- і Ь л \ < 2 Н ) .

Сумма степенного ряда есть функция г, аналитическая внутри круга С, 
а ее действительная часть представляет функцию гармоническую внутри С, 
т. е. непрерывную вместе с ее частными производными и удовлетворяю­
щую уравнению Лапласа

іх* ^  іу*

§ 25. Поведение интеграла Пуассона при г —► !

Будем изучать поведение функции /(Ѳ , г) при стремлении точки 
М  (Ѳ, г), находящейся внутри С, к определенной точке Р  окружности 
круга С.

Прежде всего рассмотрим случай, когда точка М  стремится к точке Р  
вдоль радиуса ОР, т. е. изучим поведение функции /(Ѳ , г) при Ѳ по­
стоянном и г —* 1. С этой целью установим следующее предложение, 
являющееся обобщением известной теоремы Абеля о степенных рядах:

оо
е с л и  р я д  ал с у м м и р у е т с я  п р о ц е с с о м  с р е д н е - а р и ф м е -

л=0
т и ч е с к и х Ч е з а р о  и и м е е т  о б о б щ е н н у ю  с у м м у  S, т о  р я д  

У  ОдХ" с х о д и т с я  п р и  О С  х  <  1 и и м е е м:
л — О

ОО

1іт Х ая*л= 5 - о >дг-*1 ~
Действительно, полагая 

получим:
т т т т — 1

£  “■*" =  S0 +  £  -  4я -1>ЛЛ =  X  *пХП ~  £  Ѵ "+1 =
О 1 0 0

m — 1

= £ * „ ( * л— •*л+,) + 5я.*л

§ 25. ПОВЕДЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ПУАССОНА ПРИ г -  1 111

ИЛИ

£  апх п =  ( \  х )  ^ Ѵ л +  Smx ” .
О о

Применяя еще раз эту формулу, найдем:
m — 1 t т —2

X  ***" “  —  И  + та« - т * " '1-
о о

Так как
lim о =  S,я

п -+  0 0
то ряд

00

2 > + і > ѵ "

сходится при О <  *  <  1 и тот_1хт~1—+ О, когда т —► оо. Поэтому 
сходится также ряд

00
Х ѵ Л  O s £ * < l ,
О

и его общий член s^  стремится к нулю при п —► оо. В силу первого 
тождества сходится также ряд

00

1 > я * Л
ч 0и имеем:

00 00

£  “в*" =  —  *)* X  (п +  1)0«-*Л-
о о

Пусть т целое положительное число такое, что при п ^ т  имеем: 
I ая — S  К  6, где е, е >  0, сколь угодно мало. Тогда для всякого х, 
О х  <  1, получаем:

оо 00 I
(1 -  х)* £  (л +  1) 0^ »  -  (1 -  х ?  ( „ +  1) х» <

т т' I
00 Г 00 Т

< 0  - * )’ б 2 > + і ) х " = ( і  - Ф  X * л = е -

Заметив, что
т - 1

lira U 1 —  Jc)s ^ ( « + l ) a „ x "  > =  0  
ж-и I у >

И
СО Г  ОО 1

lim I ( 1 - * ) » $ £  ( л + 1) * я } = 5 Н т  ( ! - * ) * £  (л + 1)* "  1 = 5 ,  

получаем требуемое равенство ( 1).
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Приложим доказанную теорему к степенному ряду (2) предыдущего 
параграфа; тогда можем сделать такой вывод: д л я  к а ж д о г о  з н а ­
ч е н и я  Ѳ, д л я  к о т о р о г о  р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  /(Ѳ ) с у м ­
м и р у е т с я  п р о ц е с с о м  с р е д н е - а р и ф м е т и ч е с к и х  Ф е й е р а ,  
ф у н к ц и я  /  (Ѳ, г) с т р е м и т с я  п р и  г  — >1 к т о й  ж е  с а м о й  
о б о б щ е н н о й  с у м м е .  В частности (См. §»3) в т о ч к а х  н е п р е ­
р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  /(Ѳ ) и н т е г р а л  П у а с с о н а  /(Ѳ , г) с т р е ­
м и т с я  к /(Ѳ ), к о г д а  г —* 1, в т о ч к а х  ж е  п р е р ы в н о с т и

ДѲ  +  0) +  /(Ѳ  — 0)п е р в о г о  р о д а  о н  с т р е м и т с я  к —— ■— і
в

§ 26. Поведение интеграла Пуассона в точках непрерывности 
окружности круга С

Предполагая, что в точке Р0 (Ѳ0, 1) функция /(Ѳ ) непрерывна отно­
сительно Ѳ, докажем, что, к о г д а  т о ч к а  М (в , г) с т р е м и т с я  
к т о ч к е  Р0 п р о и з в о л ь н ы м  с п о с о б о м  ( о с т а в а я с ь  в с е  
в р е м я  в н у т р и  С),  и н т е г р а л  П у а с с о н а  /(Ѳ , г) с т р е м и т с я  
к з н а ч е н и ю  / (Ѳ0).

Прежде всего дадим геометрическое истолкование фактора Пуассона

1 - 2 . См ( . - Ѳ )  +  г- (,ерт ' 16)'

Обозначим через М  точку (Ѳ, г) внутри С, 
через Р  точку (а, 1) на окружности круга С, 
через Q одну из точек, в которых перпенди­
куляр к ОМ, проведенный через точку М, 
встречает окружность. Легко из чертежа за­
ключаем: Черт 16

AfQ2 =  1 —  г*, МР2 = 1  —  2г  cos (а —  Ѳ) - |-  г*, 

так что будет:
1 — г* ,_ ( M Q y

1 —  2rcos(a  -  Ѳ) +  г2—  \ М Р І  4

Обращаясь к доказательству теоремы настоящего параграфа, положим 
/ ( Ѳ ) = 1  в разложении (2) § 24. Тогда получим: /(Ѳ , r ) =  1.

Следовательно можем написать:
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Умножив обе части (1) на /(Ѳ 0) и вычитая из /(Ѳ , г), получим:
Я

т ,  j  I — 2r cos( д “ ■ <2>
—*

Разложим интеграл (2) на две части, распространив одну на дугу 
(Ѳ0 — о, О0 — о) и другую на оставшуюся дугу, выбирая за о положи­
тельное число, определенное в зависимости от е, е > 0  (выбрано про­
извольно) так, чтобы для каждого а, принадлежащего промежутку
(Ѳ„-— з, 6 0 - f  о), имелось неравенство: | / ( а ) — /(Ѳ 0) | < е .

Первая часть интеграла (2), таким образом разложенного, по абсо­
лютной величине будет меньше, чем

о.-.
I - ' 2 . .

2rcos(a  — Ѳ) +  г*

в0+ « 

■ і } ,

i f  1 - г 2 г
2 t t j  1 — 2rcos(a  —  Ѳ і- j - r 1 a

— It

При оценке второй части интеграла (2) предположим, что расстояние 
точки М  от точки Р0 будет меньше достаточно малого 6, 8 > 0 ,  вы-

j
бранного так, чтобы /И Я ]> —  и M Q <^a2. Тогда эта вторая часть инте­

грала по абсолютной величине будет меньше, чем

2о«

и подавно меньше чем

“  j [ I /(a) I -f- |/(Ѳ0) I ] da
— я 

я

2j j l | / ( « )  І + | / ( в 0) | ] Л ,

если примем, что возможно, Ь <  е.
Таким образом окончательно будем иметь:

|/(Ѳ , г) — /(Ѳ 0) I <  е

я

для всех точек М, отстоящих от точки Р0 на расстоянии меньшем і.
Так как множитель при е во второй части последнего неравенства 

есть постоянное число, то из этого неравенства следует справедливость 
доказываемой теоремы.
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В частности, если /(Ѳ ) есть функция непрерывная вдоль всей окруж­
ности круга С, то интеграл Пуассона /(Ѳ , г) стремится к значению /(Ѳ„), 
для всякой точки Р0 (Ѳ0, 1) окружности, когда точка /И (Ѳ, г) стремится 
к точке Р0, следуя по любому пути, лежащему внутри С.

Таким образом к а к о в а  бы ни б ы л а  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ­
ци я  /(Ѳ ), з а д а н н а я  на  о к р у ж н о с т и  к р у г а  С, и н т е г р а л  
П у а с с о н а  /(Ѳ , f) =  F{x, у )  и з о б р а ж а е т  ф у н к ц и ю ,  г а р м о ­
н и ч е с к у ю  в н у т р и  С, н е п р е р ы в н у ю  в к р у г е  С, в к л ю ч а я  
о к р у ж н о с т ь ,  и п р и н и м а ю щ у ю  на о к р у ж н о с т и  з а д а н н ы е  
з н а ч е н и я  /(Ѳ ).

Иными словами, интеграл Пуассона дает решение известной задачи 
Дирихле в случае круга.

§ 27. Двойные ряды Фурье

В приложениях весьма часто приходится пользоваться рядами Фурье 
от двух и большего числа независимых переменных. Рассмотрим напри­
мер функцию 7 ( х ,  У), периодическую, периода 21 относительно х  и 
периода 21 относительно у .  Рассматривая f(x ,  у )  как функцию от х, 
мы получим (§ 15):

-f-ОО т .тх і

Пх, У) =  X  С т < У У  ‘ ;  ( 1 )
т= —СО

где
і

1 Г —-
Ст(у) =  ¥ і у ^ , у ) е  ‘ db.

- /

ч

Разложим Ст(у)  в свою очередь в ряд Фурье:
4-00 тпуі

Ст( У ) = ^ С тпе ~ й
П-Т—ОО

где

1 f  лп7‘(
С тп =  2 І ' ) С ш(Ю е е dTi =

i г  ~ Г . (2)
1 Г Г

=  W ' l  J А*> Т*)е
- і  - г

Подставив выражение для Cm(y)  в формулу (1), получим:
СО .  СО « 5^ .  птхіѴЛ> л САѴ '‘/ ‘ л

f i . x , y ) =  £  ( X  Стяе г )«  1 ,
т  = - 00 ' я= — 00 '
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откуда, раскрыв скобки, найдем формулу:

A * .  , (3)
/я, я=  — 00

которая обобщает ряд Фурье на случай двух переменных.
При исследовании ряда Фурье достаточно предполагать /  =  Г = т г ,  

потому что общий случай (3) приводится к этому частному случаю 
путем линейных преобразований над х  и над у.

Итак, предполагая периоды функции /(дг, у )  равными 2тг, мы пред­
ставим ее ряд Фурье в виде:

00

L  (4)

где положено:
т, я= — 00

4̂ і І/Аrj) e - ( « ; + « 4 ) 'd S  afjj. (5)

Собирая попарно сопряженные члены ряда (4), мы представим его 
в действительной форме:

оо

X  l rnn K n C° S  т х  C0S  ПУ  +  Ь т п * 1П-ГПХ COS ПУ  +
т, п -О (6)

-j- стп cos тх  sin пу - |-  dmn sin тх  sin пу],
где положено:

если т ~ п —-0

т̂п 4 - ,  если т =  0 , п >  0 , или /и >  0 , /z =  0 

1, если / я > 0 , /г> 0

a*« =  ̂ j ' j >A 5 . Tj) cos mb cos db d-ц 
Q

bmn =  ^ i  J T a S> »l)sInm$cos/n;di$£ft] 
Q

j* i /  (5, 1)) cos sin mj db drt
Q

d mn —  j j  / ( S .  rl)  sin « 2  sin dT t.

(7)

a  =
1

mn IT2

b  —
1

mn Я *

Сmn ^
1

I t2

=
1

mn n 2

(8)
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(Q обозначает фундаментальный квадрат плоскости ху, определяемый не­
равенствами : — тг <  д: тг, —  тс < _у <  тг).

Обозначим через S ^ (x ,  у )  частичную сумму двойного ряда (6 ), 
т. е. положим:

е »
y ) = X S  l mn К »  c o s  mx  COS fly -j- 

m=0 я=0
4 - bmn sin mx  cos ny 4  cmn cos mx  sin ny -(- dmn sin mx  sin ny).

Мы скажем, что в точке {х, у )  двойной ряд (6)  сходится и имеет 
суммой / ( х, у),  если для всякою е, е > 0 , можно определить целое по­
ложительное число N  такое, что имеет место неравенство:

1 / ( 4  У) —  У) I <  S,

каковы бы ни были целые числа |і и ѵ большие, чем N.
Частичную сумму S  (х, у )  можно выразить посредством интеграла, 

аналогично тому, как мы это делали для частичной суммы ряда Фурье 
функции одного переменного.

В самом деле, вследствие (7) и (8) имеем:

\ ѵ О .  У) =

=  ̂  ^  £  l mn (]" /(£> Ч) сое *  О  -  8) cos я ( у - ч )  Л  Л , -
т = 0 п —0 *Q

— щ  ч) [ 4 ' + X c o s w ^ — S)]  [ 4 + Z c° s , , o — ч>]
*Q /Я = 1 П- 1

откуда после суммирования скобок найдем:

О . У) =

1 ГГ s i » 4 4 < * - £>'sl" ?H r Lo’-4 >  (|0)

“  5 ?  J  J  /(Е - ^  І л Н І л Н  *  “ "s i n— sin- 2

Так как подъинтегральная функция формулы (10) имеет период 2тг 
относительно £ и период 2тг относительно т), то мы можем S ^ ( x ,  у )  
представить так:
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Откуда, полагая х  — £ =  —  2и, у  — 7] =  — 2ѵ, получим:

У) =
i t  ГГ

У 2

-± п f t  \ О L о  4 s i n ( 2 p + l ) / i . s m  2 ѵ + 1 ) г »f ( x - \ - 2 u ,  у  4  2v) —  - 1 — ,  ----- '— — dudv.
1 ' sin и sin v

n n
’ 2"“  У

Положим ради краткости:

Ф (и, ѵ) = / ( х  - f  2и, у  +  2x7) 4 / ( д т  —  2и, >  4  2ѵ) 4  
4 /(дс — 2 и, у  —  2x7) 4 /(дт 4  2и, у  —  2ѵ).

Тогда £ цч(х, у)  можно представить так:
и п
У 2

о ✓ ч 1 Г Г л /  ч sin (2д 4  l ) a - s in ( 2 v 4  П® . . ,
М  7) =  ^ J )  » < * , « ) ----------  ,1 (12>

о о

С помощью этой формулы мы приводим изучение сходимости двой­
ного ряда Фурье (6 ) к исследованию предела интеграла (12), когда р и ѵ 
стремятся к бесконечности одновременно, но независимо друг от друга.

§ 28. Исследование сходимости двойного ряда Фурье
Чтобы исследовать поведение 5 1 (дс0, _у0), при стремлении р и ѵ 

к бесконечности, разобьем интеграл (12) на части следующим образом:

(4)> У о) —
s г

ч-и s i n ( 2 p 4 1 ) « - s i n 2 v 4 D t >  
1 ’ ; sin и sin V

0 о
i t  X  X

У г УУ
о )

+  7Г*
г о  о б

(2)

где ? > 0  и меньше .
Лі

Предположим для простоты письма jc0 = _у0 =  0 , так что 

Ф (и, v) =  f ( 2«, 2т7) 4 / ( — 2и, 2 t 7 ) 4 / ( — 2и, — 2 г і ) 4

4 / ( 2“. — 2®)-
Будем считать, что периодическая функция /(дс, у) внутри фунда­

ментального квадрата Q (— т т < л с < т г , —  тг < у  < тт ) удовлетворяет усло­
вию Липшица:

1 /(4 .  УО — / ( 4 .  > і ) ! <  14  —  4 1 * +  \Уі — У» If 1. (3)
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где К, а, $ —  три положительные постоянные, а (л:,, у^) и (* ,, _у2) —  
любая пара точек внутри Q.

При этом условии мы покажем, что два последних интеграла правой 
части формулы ( 1) стремятся к нулю, когда р — ► оо и ѵ— >-оо.

Соответственно четырем слагаемым функции Ф (и, ѵ), определяемой 
равенством (2), разобьем интеграл

JC
У  Ьи

на четыре части, и часть, относящуюся к / ( 2 и, 2ѵ), представим в виде:
1Г
У

f  sin kv . Г sin hu .
/ ( 2 “ ' 0 ) T i i ^ d “ +

2
I sin_fer/ , (4)f  sin hu . Г

J  л П Г Л ) sin V
0

I I I ». „ . sin hu sin kv du dv
+  1 1 / ( 2«, 2t»)№ sin w sin v

где S'— положительное число, меньшее, чем S, а Л и k обозначают со­
ответственно 2 р - ( - 1, 2ѵ -} -1-

Первый член формулы (4) стремится к нулю, когда

А—>■ оо и k —»■ оо,

потому что при k^> 1 имеем:
1C 1C

8' ~к к j
_ . f  sin kv  . Г sin kv . ,  , I У . . 1tJ
0 <   ----- d v  <  I --------- d v < k \ - — d v <  — . (55

J sini» J s inu J s i n i /  2
0

R
2

\ / ( 2 «, 
6

0 ) S-—^  cfn —► 0 (§ 1, примечание),
sin и

Третий член формулы (4) также стремится к нулю, когда 
А—соо и А—► оо.

* Это неравенство доказывается с помощью рассуждений, аналогичных рас­
суждениям в § 10, стр. 61.
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Действительно, полагая 
а

і
~ ч sin kv .

/ (2«. 2v) - ^ - d v = = 4 k W '

мы по § 1 (примечание) видим, что f t (u)—►О, когда А—►оо. Так как, 

с другой стороны, sin hu остается ограниченным по абсолютной

величине, каковы бы ни были А и А в промежутке S ^  и ^  — , то

1C

У

Г f* (?) sin f,u + о.
J sin и
0

Что касается второго члена формулы (4), то заметим, что вследствие 
сделанной гипотезы (3) он по абсолютной величине меньше, чем

2  8 '

2 Г Г | / ( 2 и ,  2т>) — /(2 ы , 0)

№sind J J I 2і»
8 U

2 4'

——— I du dv  <Г 
sin V 1

< ш  I  j *  w " du

последнее же выражение может быть сделано как угодно малым при до­
статочно малом S'.

Итак при произвольно малом г, г 0, можно найти достаточно 
малое V, так чтобы все выражение (4) по абсолютной величине было 
меньше е для всех А и А, достаточно больших. Это доказывает, что 
выражение (4), равное интегралу

1C

У  о
ч sin Ли sin An , .

/ ( 2 и, 2т») —     du dv,
'  sinusini»

5 у

стремится к нулю, когда Л —>■ оо и А —► оо
Аналогичным способом исследуются три другие части интеграла

1C

У  ь
, sin Аи sin kv .

Ф (и, ѵ) — ;------; du d v ;
sin и sin vSi'
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таким образом доказано, что последний интеграл стремится к нулю, 
когда А—► и А—-оо.

Аналогичным анализом мы покажем, что последний интеграл правой 
части формулы ( 1) также стремится к нулю, когда А—*оо и А—.-оо. 

Возвращаясь к формуле (1), мы видим, что исследование поведения 
, ( х 0, у 0) при р — ► оо и ѵ—► оо привелось к изучению поведения лишь 

первого интеграла правой части ( 1).
Итак нам остается рассмотреть выражение 

9 і
пл. 1 Г Г Л /  . s in Ли sin Аг»SO) =  - - - \  Ф (и, ѵ) —: : du dv  (6)
H’1 ir’ J J  sin n sm ii

о и
при стремлении Л—► оо и А — оо, помня, что пределы , и 5£>, сов­
падают.

При исследовании предела выражения (6) мы будем предполагать 
для функции f i x ,  у )  выполненным еще одно условие, кроме условия 
Липшица (3).

Мы предположим, что для точки (х0, у0), лежащей внутри Q, можно 
определить окрестность и три положительных числа К', а', (Г так, чтобы 
в этой окрестности имело место неравенство:

If i x ,  У) —f i x ,  у 0) — f i  х0, у )  + / ( х 0, у 0) \ < К ' \ х  — х 0 \ «' I у  — у 0 1 (7)
Обращаясь теперь к выражению (6), рассмотрим его часть, относя­

щуюся к / ( 2 и, 2ѵ), т. е.
г *

—лѵ 1 Г Г „ 4 sinAusinAx> . .
=  \ \ / ( 2 и, 2ѵ) — :-----:  dudv,

71 J J sin и sin v  ч
о о

что можно представить так:

— I f s i n AU j  Г sin kv . ,
S £ \ = - r f ( 0 ,  0) \  —:-d u \ —:----dv-\-

^  TT2 v J sin и % J  sin V
о о

6 0
i f f .  „ V пч, sin hu sin kv  . .

+  —  \ \ / ( 2«. 2г»)— / ( 0 , 0 )]— 7 ; dudv.7 1 I J sm u sin V

(8)

о и

Первый член второй части формулы (8) стремится к -і- /(0, 0),

когда р —► оо и ѵ—изо, потому что
6

ІЫ ( с .  § 10). (9)
.-« 0 0 J sln“ 2 0
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Исследуем последний член (8). Получаем:
9 9

f f і / с и  щ - тJ J 1 sin и sin V
о 0

e d

=  [ / ( 2u, 2v) — / ( 2u, 0) — / ( 0 , 2v) + / ( 0 , 0 )] ^ ~ du dv  +

9 a

1 Г n. sinAu . Psin kv  , .
+  \ / ( 2«. 0) ——  du I — d v - f-

1 J sin и J sin® 1
о 0
6 9

I о . s i n  An Г sin hu+  I / ( 0 , 2v) — dv \ ——  du —
J  sin o  J sinu
о 0

9 9
ПѴ Г sin Л и . f  sin kv  .

— 2/ ( 0 , 0) J  "Ш 7 jIhTjT <‘° )

Принимая во внимание (9) и условие (3), мы убедимся, что три 
последних члена правой части формулы ( 10) в своей совокупности стре­
мятся к нулю, когда р —* оо и ѵ—►оо1.

Что же касается первого члена второй части формулы (10), то он 
по абсолютной величине менее, чем

9 9

Г Г | / ( 2ц, 2ѵ) — / ( 2 u, 0) - /  (0 , 2 д) 4 - (0 . 0 ) I иѵ 
* ' I 2и-2ѵ  sin и sin о  VI J I -

ІІІ
I I

2v) — / ( 2u, 0) - / ( 0 , 2v) - f / ( 0 , 0) 
2u-2v du dv.

* Мы здесь пользуемся равенствами:

9

о

которые вытекают из § 12, так как / ( 2а, 0) и / ( 0, 2») удовлетворяют условию- 
Липшица.
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Применяя условие (7), мы убедимся, что последний интеграл в свою 
очередь меньше, чем

8 8

тг» j  j  А"(2и)" -1  ( 2 v f - i  du dv =  Щ ,
о о

что может быть сделано как угодно малым, выбирая S достаточно 
малым.

Итак при произвольно малом е, е ]>  0, возможно определить Ь так, 
чтобы для всех р, ѵ, достаточно больших, выполнялось неравенство:

г с - - 4 - / ( о ,  ° ) і < е-

Рассмотрев тем же способом три другие части выражения 5 (1)ѵ, мы 
убедимся, что в соответствии с е возможно определить 5 так, чтобы для 
всех р и ѵ, достаточно больших, разность между S<1\  и / ( 0 , 0 ) по абсо­
лютной величине была меньше 4е. Следовательно в силу предыдущего 
разность между S  (0, 0) и / ( 0 ,  0) по абсолютной величине будет 
меньше любого наперед заданного положительнрго числа для всех р и ѵ, 
достаточно больших. Это доказывает, что

lim S  (0 , 0) = /  (0 , 0 ),

т. е. что ряд Фурье сходится в точке (0, 0) к значению / ( 0 ,  0).
Заметим, что если точка (дг0, у 0) находится на контуре квадрата Q 

и является, вообще говоря, точкой прерывности функции /(дг, у ), то 
предыдущий анализ приведет нас к равенству: 1 ^

lim (хо> ^о) —  ~т У  (хо “Г °> Уо 4  ° )  4  /  (*0  —  °» У о 4  ° )  4  

4  /  (*0 — Уо -  °) 4  Я х 0 +  0. Уо -  0)].
которое в точке непрерывности (дг0, у 0) обращается в доказанное равен­
ство:

lim 5  (j ^j, у 0) =  / (* „ , у 0).
?}-СО

Полученный результат мы выскажем в виде следующей теоремы: 
е с л и  ф у н к ц и я  /(дг, у),  з а д а н н а я  в о  в с е й  п л о с к о с т и  (дг, у ) ,

1 По определению имеем:
lim /(*о +  h, уо +  k) = f ( x о +  0, у, +  0);

* } - °
1іт/(дс, — h, у , +  к) = /(дг# — 0, у , +  0) и т. л.
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п е р и о д а  2тг о т н о с и т е л ь н о  х  и .у, у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  
Л и п ш и ц а :

|/(* і»  У і ) ~ / ( * 2> У ъ ) \ < К [ \ * г  — *ш\' +  \Уі—  > і І Ч .  (3) 
г д е  К, a, j} с у т ь  п о л о ж и т е л ь н ы е  п о с т о я н н ы е ,  a (* ,, у ,) , 
(xt  чу г) л ю б а я  п а р а  т о ч е к  в н у т р и  ф у н д а м е н т а л ь н о г о  
к в а д р а т а  Q, т о  е е  д в о й н о й  р я д  Ф у р ь е  с х о д и т с я  к з н а ч е ­
н и ю  /(* „ , Уд) в о  в с я к о й  т о ч к е  (3t0, у 0), л е ж а щ е й  в н у т р и  
Q, д л я  к о т о р о й  в о з м о ж н о  о п р е д е л и т ь  о к р е с т н о с т ь  и 
т р и  п о л о ж и т е л ь н ы х  ч и с л а  К', л \  т а к  ч т о б ы  в э т о й  
о к р е с т н о с т и  в ы п о л н я л о с ь  н е р а в е н с т в о :

І/С*. У) —/ ( * .  Уо) — / К -  У) + / ( * о» Уо) І <  п ѵ
< ^ ІС \х  —  х0 \ * \ у  — у 0 1 { , )

Е с л и  т о ч к а  (-^..Уо) н а х о д и т с я  на к о н т у р е  к в а д р а т а  Q , 1 
т о  р я д  Ф у р ь е  с х о д и т с я  к з н а ч е н и ю

[ /  C*o 4  °> Уо 4  °) 4  f ( x o — °> Уо 4" 0) + / ( * о  — Уо — °) 4  

4 / ( * о 4 ° »  Уо — °)1-
П р и м е р .  Разложить в двойной ряд Фурье периодическую функцию 

/( jc , у),  определенную внутри фундаментального квадрата Q (0  <  х  < -̂2 тг, 
0  у  < [ 2тг) формулой:

f(x ,  у )  =  ху.
Применяя формулы (8) предыдущего параграфа, получим:

( 4тг2, если m —  n — Q
а =  J

mn I 0  во всех других случаях,
4тт  ̂ „

, если / п > 0 , п —  0
Ь :тп

I *  
1 0 во всех других случаях,

4тт _ „
— , если т =  0 , п >  0 
п

0  во всех других случаях, 
4

— , если / я > 0 , п >  0 тп
0  во всех других случаях.

Таким образом двойной ряд Фурье функции /(дг, у) будет: 
оо

'E i  Xrn« ( % C0S т х  C0S ПУ  +  Ь тп Sin т х  cos  пУ  4
т, я=0

  4  с тп cos тХ sin пУ 4  d mn sin тХ sin ЛУ).
* В этом случае в условии (7) х0, у ,  должны быть заменены через дг* ±  0, 
0, смотря по положению точки (дг, у) относительно (дг*, у»).
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где \пп определяются из формул (7) предыдущего параграфа, а атп, Ьтя, 
стя, dmn имеют написанные выше значения. Подставляя в этот ряд 
вместо коэфициентов их числовые значения и группируя члены ряда, 
получим:

2я £  ? ! ^ - 2 я | ]  +  4 Д  ^ х у
т - \  «п-1 т, п = 1

при 0 < х < 2я, 0 < _ у < 2тг.

Согласно доказанной в этом параграфе теореме, полученный ряд 
будет сходиться и на контуре фундаментального квадрата Q, состоящем 
из точек прерывности функции f ( x ,  у).  Сумма нашего ряда в точке 
(•*оі _У0), лежащей на контуре квадрата Q, будет равна:

( /( * 0  +  °> -Уо +  °) + /С * 0 — °> Уо +  °) +  /(•*о — °> У  о —  0) Ь

+ / ( • * 0  +  (*• Уо — °) ]•
Для суммы данного ряда мы получим:

при
0 < х < 2я, _у == 0  сумма =  их

при
0 < _ у < [ 2я, х  — 0 сумма =  пу

при
хш *у =  0 сумма =  я*.

Тот же результат мы получим, разлагая отдельно в простые ряды 
Фурье оба множителя функции ху.  Действительно имеем:

00 • Ч0 VT sin тх  _ .х  =  п — 2 V  — _ ( 0 < х < 2 я ) ,

(согласно § 13),
т «1

ОО

/1=1

00 СО
откуда получаем:

*у =  я * _  2я £  — 2 n J  +
/Л=*І п=  1

00 00
Л- 4 Sln тх  s*a 

2 j  т * 2 j  П
т~  1 n=il

внутри прямоугольника Q.
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§ 29. Метод приближенного вычисления коэфициентов Фурье
Если функция f { x )  задана аналитически, то формулы Фурье дают 

нам коэфициенты тригонометрического разложения функции. Но во мно­
гих практических задачах функция / ( х)  задается графически, и тогда 
возникает вопрос о методах приближенного вычисления ее коэфициентов 
Фурье. Все эти методы основаны на применении к выражениям ак и Ьк 
формул приближенного вычисления интегралов. Мы воспользуемся про­
стейшей из этих формул, так называемой формулой прямоугольников.

Разделим промежуток (0, 2я) на п равных частей и обозначим абс­
циссы точек деления через:

дГд =  0 , Xj, -*j,. .  • , x n_j, х п —  2я, 

а значения функции f ( x )  в этих точках через:

У о ' У ѵ  У ѵ  • •» У р - ѵ  Уп-

По формуле прямоугольников получим:
п — 1 я - 1

e » = 4 E - v<cos кХ{’ Ьн= ■* S Уі sin kXr
i=v i'=o

Помещаем ось абсцисс под графиком функции f(x),  по возможности 
ближе к нему, чтобы избежать отрицательных ординат и не иметь дела 
с очень большими ординатами. Период графика делим напри­
мер на двенадцать равных частей (черт. 17).

Составляем таблицу на разграфлен­
ном листке бумаги, как это показано 
на черт. 18. В первом столбце выписы­
ваем номера абсцисс 1, 2 , . . . ,  12; во 
втором столбце помещаем соответству­
ющие им ординаты, снимаемые непосред­
ственно с графика функции, причем по­
лезно выбрать масштаб столь малым, 
чтобы эти ординаты измерялись целыми 
числами. В третьем столбце помещаем 
произведения этих ординат на cos 30° =  
=  0,87, в четвертом —  произведения

1 30 И
2 45 39 22

3 58 53 29

4 55 — —

5 28 24 14

6 29 25 14

7 8 — —

8 7 6 3

9 42 37 21

10 50 — —

И 49 42 24

12 44 38 22

Черт. 18.
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ординат на cos 60° =  0,50. В строках 1, 4, 7 и 10 оставлены пустые 
поля, соответствующие произведению ординат на косинусы дуг, кратных

нулю или Пятый столбец оставляем пустым, заштриховав правое

верхнее его поле.
а

Теперь ясно, что для определения свободного члена ~  нужно взять

сумму всех ординат и разделить ее на двенадцать.
Для определения же остальных коэфициентов ак, Ьк ( А = 1 ,  2 , . . . 6 ) 

изготовляют шаблоны из прозрачной восковой бумаги для каждого коз- 
фициента в отдельности следующим образом.

Размеры шаблонов и клеток на них должны в точности совпадать 
с таковыми же таблицы черт. 18. Те же клетки шаблона, которые со­
ответствуют положительным слагаемым коэфициента, обводим одним, 
например красным, цветом, а клетки, соответствующие, отрицательным 
слагаемым этого коэфициента, другим, например синим, цветом.

Каждый шаблон накладывается на таблицу (черт. 18) и вычисляется
сначала сумма 2 (+) чисел, занимающих клетки с красным цветом; затем 
вычисляется сумма чисел, занимающих клетки с синим цветом.

Проделав это для всех шаблонов, составляем разность соответствую­
щих сумм 2 (+ ) — и делим каждую из них на 6 ; получаемые
частные и дадут приближенные значения коэфициентов a2, bv  аг,

а6, Мы предполагали п = 1 2 ;  при более точных вычислениях
берут п большим чиспом, кратным 4 . 1

* Более подробно см. об этом в .Курсе высшей математики* Тамаркина и 
Смирнова, том II, стр. 310—316, Гиз, 1926.

ЧАСТЬ II

НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ 
РЯДОВ ФУРЬЕ

§ 1. Поперечные колебания мембраны

Во введении к настоящему сочинению мы рассмотрели приложение 
рядов' Фурье к задаче поперечных колебаний струны, приводящейся 
в случае отсутствия внешних сил к интегрированию диференциального 
уравнения:

^  =  ( 1)

при граничных условиях: н =  0  д л я д г = { °  и любого t } и начальных

условиях: и = / ( * ) ,  ^г =  0  для ( =  0  и любого х, O ^ x s ^ l .  dt
Теперь мы рассмотрим аналогичную задачу о поперечных колебаниях 

мембраны, понимая под мембраной Тонкую пластинку, которая подобно 
струне работает только на растяжение, но не на изгиб. Предположим, 
что в состоянии равновесия мембрана лежит в плоскости х у  и движения 
ее точек происходят перпендикулярно плоскости ху, тогда смещение и 
точки (х, у ) мембраны будет функцией от х, у ,  t, которая, в случае 
отсутствия внешних сил, удовлетворяет диференциальному уравнению, 
аналогичному уравнению ( 1)  струны, а именно:

й’а ,  , Ьги \  .

тгде с* =  — , обозначая через р поверхностную плотность мембраны, а че- 
Р

рез 7~0 ее постоянное натяжение.
К диференциальному уравнению (2) мы присоединим граничные и на­

чальные условия. На границе мы предполагаем мембрану закрепленной, 
т. е. вдоль граничной кривой выполняется условие:

и =  0  для всех значений t. (3)
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В начале движения ( / = 0 )  мы считаем данными положение мембраны 
и скорость всех ее точек, т. е. имеем:

Ъи
И = /  (* , у), — =  g (x ,  у )  для t =  0. (4)

Подобно задаче о колебаниях струны, мы сперва заметим, что вслед­
ствие однородности линейного диференциального уравнения (2 ) и гра­
ничного условия (3) всякий ряд

образованный из частных решений ип с постоянными коэфициентайи сп, 
также удовлетворяет диференциальному уравнению и граничному условию.

Таким образом, опуская пока начальные условия, мы найдем сперва 
частные периодические решения

и(х, у ,  t) =  U (х, у )  cos ѵ/ (или sinvO, (5)

из которых затем образуем ряд, в котором определим коэфициенты так, 
чтобы выполнялись начальные условия (4).

Подставляя в диференциальное уравнение (2) выражение вида (5), по 
сокращении на cos ѵ/ (или sinW), находим:

Откуда, полагая — =  Х2, получим уравнение для U:

^  +  (6)

Это уравнение определяет функцию U, выражающую амплитуду при 
гармоническом колебании различных точек мембраны. Как и в случае 
струны, оказывается, что мембрана может выполнять периодические коле­
бания только с вполне определенными частотами ѵ, т. е. что диферен­
циальное уравнение (6) имеет решения, исчезающие на границе, только 
при вполне определенных значениях Xs, называемых собственными значе­
ниями данной граничной проблемы. Следовательно нужно определить 
собственные значения и соответствующие им решения U(x, у),  так назы­
ваемые собственные функции.

Мы ограничимся рассмотрением лишь частного случая —  прямоуголь­
ной мембраны.

Итак рассмотрим случай свободных колебаний прямоугольной мем­
браны, контур которой есть прямоугольник со сторонами л: =  0 , х  =  а, 
у  =  0, у  =  Ь, в плоскости (лг, у).  Ищем частное решение диференциаль­
ного уравнения (6 ), полагая:

U = p ( x ) .q ( y ) ,  (7)
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что нам дает

Р \ х ) ЯІУ) +  Р{х) q”{y )  +  l 2p(x) q (y )  =  0
ИЛИ

р \ х )  _  Я Ъ ) + Щ У )
Р(х) q(y)

где k2—  пока произвольное постоянное.
Следовательно мы имеем два уравнения:

р \ х )  +  k2p{x)  = -  0 , q"(y) - f  l2q(у)  =  0 , (8)
где положено:

І2 =  Х2 —  k2 или ft2 4 -2 2 =  Х2. (9)

Интегрируя уравнения (8), получаем общий вид функций р{х)
и q(y):

р(х) —  Cj cos kx - \- С г sin kx, q(y) — C3 cos I у  +  Ct  sin ly.

Так как по условию на контуре прямоугольника и, а следовательно
и U, обращается в нуль, то должны иметь:

Р(0 ) =  0 , /* а )  =  0 , 9(0) =  0 , 9 (6) =  0 .

Из последних условий ясно, что С, =  С3 =  0, и отбрасывая постоян
ные множители С2 и С4, не равные нулю, получим

p(x) —  sinkx, q(y) =  sin Iу, ( 10)
причем

sin ka =  0 , sin lb =  0
или

пт , лтг
* - т -  т* <">

где т и п  —  положительные целые числа.
Из соотношения (9) получается для X выражение:

. ,  Г  т2 і л2
1 = П У  (12)

Умножив X на с, мы получим всевозможные частоты ѵт>я, с которыми 
может колебаться прямоугольная мембрана, если подставим для т и п  
все положительные целые числа. Этим частотам принадлежат периоды 
колебаний:

Т  _  2 l t  _  2
<»•" V /   ~ і '  О 3)V "  /  ^  I ^

С X а2 Ь2

Самый глубокий тон мембраны получается при т =  п = 1 .
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Общее колебание мембраны составляется из найденных частных ре­
шений в виде двойного ряда:

оо

и = Е  f ' V cos V " 1+ sin Ѵ п 1 1 sin sin - f - >  4>

: } - >

где Amn и Bmn суть постоянные, определяемые из начальных условий (4) 
нашей задачи.

Полагая t =  0 в формуле (14), а также в ее частной производной 
относительно t, найдем в силу (4):

оо

(15)

/ ( х , у ) = Ѵ  Ат п sin ——  sin ,

Z } * '
со
ѴТ ~ . т их nny

g(x, y) =  2 j  в » л , . 5ш — siny

Равенства (15) суть разложения функций /  и g  в двойные ряды 
Фурье, и следовательно коэфициенты Атп и Втп определяются по фор­
мулам (см. § 27):

а Ь

4 Г Г ѵ . тях . тху
J  Ях>У) * ' п — Лхі У

в„ abv,

а Ъ

И . . тих . т у .
g ( х, у )  sin sin - д - d x  dy

’ a о

( i 6)

Формулы (16) получаются из равенств:

а Ь

1 Г Г Г . ,  Ч штос . лтгѵ . , 
Аш , п = а ь )  )  n x , y ) s i n — sm —  d x d y

— а — Ь 
а Ь

r> 1 f г . . тих . гту
=  J G(^,>-)s>n—  s i n - g - d x d y ,

— a — b

где F(x, у )  и G (jc, у  получаются соответственно из f ( x ,  у )  и g (x ,  у )  
нечетным продолжением относительно х  и у.
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§ 2. Уравнение теплопроводности

Рассмотрим задачу о движении тепла в прямом цилиндрическом 
стержне, изолированном от внешнего пространства. Обозначим через 
u(x,f) температуру в сечении х  стержня в момент t и выведем уравне­
ние, которому должна удовлетворять эта функция.

Для вывода этого уравнения мы подсчитаем двумя различными спо­
собами количество тепла dq, получаемое за бесконечно малый промежу­
ток времени d t  бесконечно малым элементом стержня между сечениями 
х  и x - j -d x .  Пусть за промежуток времени dt температура рассматри­
ваемого элемента стержня изменилась на du; тогда количество тепла dq, 
затраченного на это, выразится таким образом:

dq =  c dm du — c dm dt, 
at

где с обозначает теплоемкость вещества стержня, dm — массу элемента. 
Так как d m = p d v  =  p S d x , —  где р — плотность, а S — площадь попе­
речного сечения стержня, то количество тепла dq, получаемое элементом 
стержня, представим в виде:

Ъи
dq =  cpS — d td x .  ( 1)

С другой стороны, то же количество тепла dq можно оценить иначе, 
вводя понятие о потоке тепла. С этой целью рассмотрим два сечения 
стержня х  и х  -j- А и обозначим разность температур в этих сечениях 
через Да На опыте показано, что при постоянной разности температур 
на сечениях количество тепла q, получаемое за время dt  частью стержня, 
заключенной между этими сечениями, пропорционально Ди, площади се­
чения S, промежутку времени dt  и обратно пропорционально толщине А.

Д и
Вследствие этого мы можем написать: q =  —  k — Sdt,  где k есть коэфи-

циент пропорциональности, так называемый коэфициент внутренней 
теплопроводности, знак же ( — ) указывает на то, что направление дви­
жения тепла обратно направлению, в котором увеличивается температура. 
Переходя к пределу А— *-0 , мы получим количество тепла, протекающее 
через данное сечение х  за время dt, которое следовательно будет равно;

Да да
—  k V i m ^ - S d t = — k ^ - S d t .  

л-*о Л і х

Относя это количество тепла к единице площади и е инице времени, 
, да

мы получим величину — А — , которая носит название потока тепла че-оХ
рез сечение х.
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Заметив это, мы видим, что количество тепла dq, поглощаемое за 
время dt нашим элементом стержня, будет равно разности количества 
тепла, вошедшего в него через сечение х  и вышедшего через сечение 
x - \ - d x ,  так как по условию обмен тепла через боковую поверхность 
отсутствует. Таким образом мы находим:

Приравнивая выражения dq из формул (1) и (2 ), по сокращении на 
S d td x ,  получим:

Ъи . і*и

.  ьили, полагая для сокращения а* =  — , окончательно будем иметь:

ди .  Ъ*и
¥ — * » ? •  <3)

Проблема теплопроводности заключается в интегрировании диферен- 
циального уравнения (3) при начальном условии, дающем распределение 
температуры в момент t =  0, и граничных условиях в том случае, когда 
стержень ограничен с одной или обеих сторон.

Предполагая стержень неограниченным, мы должны будем найти ре­
шение диференциального уравнения (3) при следующем начальном 
условии: в момент * =  0  функция и должна равняться заданной функции 
/(лг). Попытаемся найти частное решение уравнения (3), которое возможно 
представить в виде произведения двух функций, из которых одна зави­
сит только от х, а другая только от t:

u = X ( x ) - T ( t ) .  (4)

Подставляя и, определяемое формулой (4), в диференциальное уравне­
ние (3), мы получим:

Х * 1 = а П ! ™
dt dx*

или
l_ d T  a* d*X
Т dt X  ' dx*'

В полученном равенстве налево стоит функция одного t, направо же 
функция одного х. Поэтому это равенство может быть выполнено для

§ 2. РАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 133

всех значений переменных х  и t, друг от друга независимых, только 
тогда, когда обе части нашего равенства будут равны одному и тому же

d  Т
постоянному а. Отсюда следует, что —  =  аТ  или Т == Аеа/. Так как Г

dt
должно оставаться ограниченным при всяком t, t^>  0 , то постоянное а 
имеет отрицательный знак, и мы можем положить: а =  — аЧ*. Тогда

d*Xдля X  получим диференциальное уравнение:
dx*

Л*Х. Это уравне­

ние имеет два частных решения: cosX* и  sinX*. Из формулы (4) находим 
тогда два частных решения диференциального уравнения (3):

и =  А е ~ cos\x  и и — В е - ' ,х’1 sinbc;

где X есть произвольное действительное число, которое мы можем счи­
тать положительным, А и В  суть произвольные постоянные, которые мы 
вправе предполагать произвольными функциями от X.

В силу однородности линейного диференциального уравнения (3) при 
суммировании частных его решений мы получаем снова решение того же 
уравнения; поэтому посредством интегрирования относительно X мы най­
дем решение уравнения (3): 

со
и —  j \ а  cosXat-f- В  s i n X j c ) e ~ tfk, (5)

о
которое зависит от двух произвольных функций А(к) и В (к). Посмотрим, 
нельзя ли А и В выбрать так, чтобы выполнилось начальное условие:

и = = /(* )  при t =  0 .

Для этого заметим, что согласно интегральной формуле Фурье 
(см. § 21) непрерывная функция f \x ) ,  удовлетворяющая условию Дирихле 
во всяком конечном промежутке 1, может быть представлена в следующей 
форме:

Пх)

со со

“М 4 / ( a )  cos \ { х  — а) da
о —со

или
со

/ м = 4 |

СО 00

c o s X j: J  /(a)cosaXrfa-j-sinXjr j" /(a)sinaX rfa

-  00 -  00

(6)

Л  (6 ')

00
1 J 1/(ч) 1 da существует, так как мы можем предполагать, что вне доста- 
- с о

точно большого промежутка ( — /, +  /) функция /  (о) равна нулю.
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Так как согласно начальному условию из формулы (5) для t —  О 
следует:

оо

/ ( * )  =  j  (A c o sL c -j-S  sinIjc)<A, (7)

то путем сравнения формул (6 ’) и (7) получим:

00 00

Л =  “  / ( a )  cos а\ da, В — -і- j* /(а )  sin аХ da.
- 0 0  - 0 0

Подставляя найденные выражения для А и В в формулу (5), окон­
чательно будем иметь:

00 00

и — “  J  « - ХѴ/ <Л j* /(a )c o s X (jc — a)da,  (8 )
о -  оо

причем действительно при t =  0 согласно (8) и будет равно /(jc). Ре­
шение задачи теплопроводности, даваемое формулой ( 8 ), можно преобра­
зовать к другому более простому виду. Для этого переставим порядок
интегрирования в формуле (8 ), тогда получим:

со со

~  j " /(.я)da ^ - ' ' “•'cosMjc — а)<Л. (8')
-ОО о

Внутренний интеграл можно вычислить. В самом деле, имеем: 
оо оо

АГ(Р)_
( j /T  J a \ f  t

полагая:

l a / F = S ,  £ 3 * = ^ .  
а Ѵ І

Далее легко получаем:
оо

К 'ф ш Л —  “Seta 06 Л .  
о

откуда интегрированием по частям найдем:

00

К 'Ф  =  у  (е -  “ sin р е / ?  -  у  j  * -  “ cos ре Л  «  -  і -  АГ(Р).

е — *чѵ cos X ( jc —  a) d). =  — j* e~ 5* cos pe d2
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т. e.
_ E

/С (Р )=  const*e 4 . 

Постоянное определим, полагая p =  0 и замечая, что

* ( 0)

оо
ѵ т

- j - ' - * - 2

Таким образом получим:
оо

/Т(Р) =  j**_ , , cos p £ d e = ^  і

Возвращаясь к старым обозначениям, будем иметь:
оо   о

е -  cos Х(дс —  a)rfX =  е 4о*'S
Внося это выражение интеграла в формулу (8'), окончательно найдем

(

2аѴ~ъі.

(<-«)« 
1 I . .  . 4аѴ« = r - f 7= j / ( a ) e  da. (9)

оо

Полученной формуле (9) можно придать весьма простую физическую 
интерпретацию. Рассмотрим частное решение

у (<— а)1
ц(дг, і ) — ---- - J =  е 4аѴ (Ю)

2аѴтгё

нашего диференциального уравнения (3), где у обозначает постоянное. 
Формула (10) при /  =  0 дает в =  0 при всех jc, кроме j c = a .  Это ре­
шение соответствует следовательно тому начальному условию, что во 
всем стержне температура равна нулю, за исключением малой окрестности 
сечения х = а .  Рассмотрим физический смысл этого решения. Выделим 
бесконечно малый элемент стержня (2, 2 -{-</2) и пусть функция f (x )  
имеет постоянное значение /(£ )  внутри промежутка (2, 2 - f -d 2) и равна 
ну ню вне его. Физически это значит, что мы в начальный момент сообщили 
этому элементу количество тепла, которое вызвало повышение темпера­
туры на /(2 ) . В последующие моменты распределение температуры 
в стержне дается формулой (9), которая в рассматриваемом случае при-
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Следовательно функция (10) дает при y = f ( a ) d a  распределение темпе­
ратуры, которое вызывается мгновенным источником тепла, помещенным 
в начальный момент 1 =  0  в сечении х  —  а стержня и повышающим 
температуру на /(а ) .  Общее же действие от начальных температур / ( а )  
во всех сечениях стержня суммируется из отдельных элементов ( 10), что 
и дает нам полученное выше решение (9).

§ 3. Расчет гибких нитей

Рассмотрим задачу об определении натянутости гибкой нити, считая 
заданными положение точек привеса и длину нити между ними. Мы 
ограничимся случаем, когда длина 5  тяжелой гибкой нити мало отли­
чается от длины прямолинейного отрезка АВ, соединяющего точки при­

веса. В этом случае отдельные элементы нити 
будут образовывать малые углы с направлением 
прямой АВ, что обусловливает почти равно­
мерное распределение собственного веса нити 
по прямолинейному отрезку АВ. Предположим, 
что кроме собственного веса KaHaf несет еще 
и сосредоточенный груз Р. Обозначим через s
вес одного погонного метра каната и заменим Черт. 19.
собственный вес каната нагрузкой, распределен­

ной равномерно на участке оси абсцисс длины / (черт. 19).
s

Это дает нам грузовую площадь с ординатой г, где г  —  ,

причем а —  угол оси абсцисс с прямою АВ. Действительно собственный 
вес каната, равный

А В -s =  —-— s =  I —-— =  Іг, 
cosa cosа

совпадает с площадью прямоугольника, у которого основание есть /, а 
высота г.

Точно так же заменим сосредоточенный груз Р  нагрузкой, распреде­
ленной равномерно на весьма малом участке длины b *, что позволяет 
выразить этот груз Р  в виде площади прямоугольника с основанием b 

Р
и высотой а =  — . Таким образом общая нагрузка представится в видеО
площади (черт. 20 ), ордината которой р(х)  на большей части пролета 
есть г, а на участке длины Ь эта ордината равна r- \-q .

' Такое допущение всегда можно считать достаточно близким к действитель­
ности, при соответствующем выборе Ь.

§ 3. РАСЧЕТ ГИБКИХ НИТЕЙ 13Г

Ъіа+іл

Черт. 20. Черт. 21.

Более точно функция р[х)  определяется так (черт. 20):

р[х) =  г  для 0 s S * < a  и a-\-b<^ x*Ssl  
р(х) —  r- \ -q ,  если а <  х  <  a -j- b.

Займемся теперь выводом уравнения веревочной кривой.
Направим ось Ох горизонтально, а Оу вертикально вверх и рассмотрим 

какой-нибудь элемент кривой ММг (черт. 21). На него действуют силы 
натяжения Т и Г,, приложенные к концам М  и Af, и направленные по 
касательным к кривой в этих точках, и сила веса, / 
направленная вертикально вниз, равная согласно 
нашим допущениям /?(<) dx.
Для равновесия необходимо 
и достаточно, чтобы сумма 
проекций этих сил как на 
горизонтальную, так и на 
вертикальную ось была бы 
равна нулю. Первое требование дает, что горизонтальные слагающие 
натяжений равны по величине и противоположны по знаку. Обозначим 
через Н  общую величину горизонтальной составляющей. Тогда, как 
легко видеть из чертежа, вертикальная составляющая натяжения Т равна —  
И tg a  = — Ну',  а вертикальная составляющая от Тл равна / / tg (a —f— 
-(- da) — H (у ' dy'), следовательно второе требование дает:

Н (у'  -f- dy1) — Ну' — р(х) d x =  0,
откуда

Н dy' =  р(х) dx,
или

А  ( у )  _

d x  Н  ’
Таким образом приходим к диференциальному уравнению веревочной 

кривой:
d ly  _ р ( х )  
dx* Н  *

Разложим данную функцию р(х), определенную в промежутке (0, I) 
в ряд синусов:

00
■nkx

р{х)  = 2 ]  Ьь sin ' / (2>
к= 1

' + * ■

d точках прерывности а и a -f- b функции р(х) эта последняя равна
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где положено:
і

£>*= ~  j" р(х) s i n ~ d x  (k =  1, 2 , . . . ) .

Вычисляя коэфициенты Фурье Ьк, найдем:

/ о+А
/ Г nkx кк . , I Г . ъкх  тгА ,

_  j  j  j M - j - . - j

О a

2 Г I TikxV , I nf ce \ e + n
— s l ' l ' - T ) . + « ( “ • — ) .  J “

“  — Sr [ ^ cosnk ~ ~ ^ q ( cos^ a^~b' — cos ~7~)] 3  

4 Г ,* * *  I I n k(2a-\-b ) . ttAftl
=  ^  [  Г S,n Y  +  9  S , n  2 i -------S,n ~ 2 T J  •

Таким образом разложение (2) примет вид:

4 VI 1 Г • і • л*(2« +  £) . ^ * 1  . *Ь* ,пі\
№  == -  2 J X  [  rs,n У  +  ? s in ------21------ S,n "2Г I S,n ~  • (2  >

* = і

Внося разложение (2') и в диференциальное уравнение (1), интегрируя 
два раза, получим:

4/а ѴТ 1 Г і і . ігЛ(2а +  й) . ігЛ*1 . я&х ,
* = - ^ Е  * I rs,n У + 9 S i n --------21------- s , n~ 2 iJ ~i

*=1

-J -C ,x  +  Cj.

Постоянные интегрирования определяются из граничных условий 
задачи: при х  =  0 у  — 0, при х  =  1 имеем: у  =  т (черт. 19).

_ .  __ т
Следовательно получим: С, =  О, С, =  - у .

Окончательная формула для у  будет такая:

т 41* ѴТ 1 Г  . .•* *  і , ък(Ча-\-Ь) . л МЛ . пкх ,'-т '- a S s r т +?s,”-4r1J-! м-}"т- (3)
*=і

Формула (3) замечательна в том отношении, что она имеет место для 
всего протяжения веревочной кривой, несмотря на то, что в нашем случае 
функция нагрузки р(х)  имеет две точки прерывности.
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Так как наша задача заключается в определении горизонтального на­
тяжения Н  при данной длине S  каната, то обратимся теперь к выра­
жению длины S  веревочной кривой:

* - } / * + № •
О

Вследствие пологости кривой можно вместо радикала взять выражение:

' + № ■

Диференцируя формулу (3), найдем: 

оо
dy
d x

т 41 VI 1 Г . і : пк(2а +  Ь) . ттkb ]  nkx= --------------- > тг г  sin2 — 4 -  q sin —  '— -  sin —— I c o s—— .
I  T f i H i U  к *  L  2  ' 4  21  2 /  J  I

Для практических целей в этом выражении достаточно ограничиться 
лишь тремя первыми членами суммы.

Ограничиваясь в сумме тремя первыми членами и интегрируя выра­
жение (4) в промежутке (0, /), получим:

а
тп* 4/ 3

* - / + Э Г + й * і
S l f  . тг/г . . тг£(2  a -f- b) . тгk b  1 3

F [ r » n > T + , « .  2 /  и - J  • (5)

При выводе формулы (5) мы воспользовались равенствами: 

/

I
„ тгДедс ,  I  

cos8 —— d x —  —

mnx nnx . .  .
cos — — cos —j -  dx  =  0 при т ф п .

Из формулы (5) можем определить горизонтальное натяжение Н  
каната:

4/3 Г (  1 Г . . п к  - . ък(2а-\-Ь) ттЛА"]8
»‘=  г , - i S *  " * , Т + » М 2 Г  Sln~2rJ <6>
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Сумма, входящая в формулу (6), мало отличается от своего первого 
члена (k —  1), а потому при приближенном определении максимума го­
ризонтального натяжения Н  достаточно принять в расчет только один 
первый член, т. е.

. . тг(2 а 4 -  Ь) nb
r + q  s in  27 S,n2T

Так как при перемещении груза вдоль пролета изменяется только а,
. тг(2 а-\-Ь)

то максимум величины Н  получится очевидно, если sin  ^ ------ обра­

тится в единицу, т. е. при а =  — Ь )л.

§ 4. Изгиб пластинки

Под жесткой пластинкой или плитой понимается такой ограниченный 
снизу и сверху плоскостями элемент конструкции, в котором нагрузка 
вызывает поперечные силы и изгибающие моменты, а также и крутящие 
моменты.

Плоскость, лежащая посредине толщины пластинки между обеими 
ограничивающими ее плоскостями, называется серединной плоскостью. Две 
прямые Ох  и Оу в этой плоскости, вместе с перпендикулярной к ней 
прямой Ои, образуют пространственную систему координат х, у, и. Если 
через а обозначена толщина пластинки, то момент инерции поперечного 

1
сечения будет 1 =  . При расчетах всегда рассматривают сечение

1Z
плиты, ширина которого равна единице, а поэтому как момент инерции, 
так и все возникающие при деформации моменты и поперечные силы 
вычисляются для полосы, ширина которой равна единице. Если обозна­
чить через и прогиб серединной плоскости пластинки в направлении, 
к ней перпендикулярном, через т — модуль поперечного сжатия Пуассона, 
через с — модуль упругости и через р(х, у )  — функцию нагрузки, то, как 
доказывается в теории упругости, и должно удовлетворять следующему 
диференциальному уравнению 2:

D  Д А « =  р(х, у )

1 Материал для этого параграфа заимствован мною из статьи проф. С. А. 3 а- 
б о р о в с к о г о  (Южный инженер, февраль 1915).

* Ди обозначает дифереициальньж параметр Лапласа, т. е.
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или в раскрытой форме
і*и

дх3і у 3+ - W р(х, У), (1)

где положено: D-
тЧ1

от2 —  1

Проблема изгиба пластинки заключается в следующем: даны опреде­
ленные условия на контуре; требуется найти такую функцию и(д:, у),  
которая удовлетворяла бы как диференциальному уравнению ( 1), так м 
условиям на контуре.

Мы ограничимся рассмотрением задачи бесконечно простирающегося 
во всех направлениях безбалочного покрытия, нагруженного равномерно 
распределенной нагрузкой. Пусть дана прямоугольная плита со сторонами 
2 а и 2Ь, подпертая в середине прямоугольной капителью колонны со 
сторонами 2аа и 2 $Ь, параллельными сторонам 2 а и 2Ь.

Эта прямоугольная плита нагружена равномерно распределенной на­
грузкой р  (отнесенной к единице площади), которая уравновешивается

Рреакцией колонны, равной - последнюю мы также считаем равно­

мерно распределенной. Реакция колонны получается, если полную на 
грузку плиты, равную р-2а-2Ь, разделить 
на площадь капители колонны 2аа-2$Ь, 
а знак минус показывает направление си­
лы. Этот кусок плиты связан с другими 
такими же кусками таким образом, что 
касательные плоскости к изогнутой поверх­
ности (черт. 22) вдоль сечений х  =  А-а 
параллельны оси Ох, вдоль сечений у =  ± 6  параллельны оси Оу, а по­
перечная сила вдоль этих сечений обращается в нуль.

Граничные условия, только что формулированные, математически вы­
ражаются так:

Ь3и . і 3и
" ІТ- J —г - °І Х

ill i 3U
77. =  °  и ~  +

ix  іу 1
i 3U

=  0 для x  — A- а  1

i y ix 3i y  1 i y 3
= 0 для y —  A -b  i.

(2)

(3)

1 Поперечная сила в сечении х =  const определяется по формуле

Vx іх  \ i x 3 ^ iy * J
аналогично в сечении у  =  const поперечная сила

i  (i*u і*а \
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К этим граничным условиям мы присоединим еще условие в начале 
координат:

в =  0 для х — у  =  0. (4)

Итак наша задача состоит в интегрировании диференциального урав­
нения (1) при условиях (2), (3) и (4). Функция нагрузки р(х, у )  в на­
шем случае определяется так: внутри малого прямоугольника со сторо­

нами 2на и 2}Ь она равна р ^ І— ^  j, в точках большого прямоуголь­

ника со сторонами 2а и 2Ь, внешних к этому малому прямоугольнику,
0  р(х, у )  равна р  (черт. 22), в остальных же

точках плоскости ху  значение функции р{х, у )  
получается периодическим продолжением с
периодами 2а относительно х  и '2 b отно- 

Черт. 23.
сительно у.

Мы начнем решение поставленной задачи с разложения функции 
р(х, у)  в ряд Фурье.

С этой целью мы разложим сначала в ряд Фурье функцию f (x )  
одного переменного х  периода 2а, определенную так:

/ ( * ) =  —  при —  а а О < а а ,  /(лг) =  0  при а < * <  —  аа 
а

и aa< JC *S a: (черт. 23).

Так как / ( * )  есть функция четная, то ее ряд Фурье содержит только 
косинусы (§ 15):

00
С1г\ % 1 fllTTX /  ti \

f (x )  =  у  +  2j  a mC0S—  > (5)
m =  1

где

f ( x ) c o s ^ ^ - d x  (/я =  0 , 1, 2 , . . . ) .

В нашем случае будет:

ao :
о о

а «л
2  Г . тих . 2  Г 1 тиха = = —  \ / ( х )  c o s  d x — — \ —  cos —- — d x —

т a J a (  a J a a
и о

2  sin mu а 
mui
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Подставляя коэфициенты Фурье ат в разложение (5), получим:
оо

ч I I  VI 2 sin тиа тих
л " * - 1+ Е _ 5 5 г — “ —  • <5 >

т =  1

Аналогично получим разложение в ряд Фурье функции g ( y )  пере­

менного у ,  периода 2Ь, определенной так: g ( y ) —  -і-
Р

при — [М><0 <рг>, g ( y )  =  0 при —  —  }Ь и р

Ее разложение будет:
00

/• ч , I n  2 sin ЛТТр ли у
* o ) - ‘ + S  - й г ^ т г - <6 >

Л = 1

Произведение / ( x ) - g ( y )  очевидно представляет функцию двух пере­
менных, которая внутри прямоугольника

— a a < * < a a ,  — Р * < . У < р £  

имеет значение ^ , в точках, внешних к этому прямоугольнику и при­

надлежащих фундаментальному прямоугольнику со сторонами 2а и 2 Ь, 
она равна нулю, в остальных же точках плоскости х у  эта функция по­
лучается путем периодического продолжения с периодами 2а относи­
тельно х  и 2Ь относительно у .  Следовательно функция нагрузки р(х,  у) 
выразится таким образом: р(х, у ) — р[ 1 — f ( ,x ) -g (y ) \ .

Отсюда мы получаем разложение в ряд Фурье функции нагрузки 
Р(х, У)-

Р(х, У )= Р [1  —f { x )  g ( y ) \  =
= / > [ 1 - 1 —  S W - S ( J ' ) — 2 ( * ) 2 О 0 і =  ( 7 )

где через 2 (х) и ^ І У )  обозначены тригонометрические ряды, входящие 
в формулы (5') и (6) для / ( х)  и g (y ) .

Подробно разложение р(х, у )  запишется так:

оо
. . г. VI sin/nna тихРІ, , у ) = - 2 Р ^ - — - М - -------

т = 1
00

sin лтгВ пиу
 с г ~  COSлітр

00
. ѵ і  sin тиа тих ѵд
4Р }  ,  c o s   ’ 7  sLA тиа a LA пи'}

« I »  У

7^ - c o s   ------- (7 )
П— 1

00 со
sin ттса тпх sin/inp птху

■ cos
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Разложение (7) функции нагрузки р(х, у)  можно получить вторым 
способом, разлагая прямо р(х, у)  в двойной ряд Фурье. Действительно 
согласно § 27 имеем:

00S T тих т у  .
Кп  [ amnC0S — C0S-£---- 1-

'S H

. . тих т у  . тпх . т у  .
+  sin -------cos —г— h стп c o s  sin —— [-I mn a  fj I mn a  b

. , , mux . л п у і
+  C sin — sin ~b~ J ’

где положено:

1

т̂п —

. , если т — n =  0 
4

- i - , если т =  0, я > 0 , или т^> 0 , я =  0

1, если от >  0 , я >  О

i f f ,  . тих пиу 
а” = Т ь ) ) р{Х' 3- )c o s — c o s -

i f f  ч . тих т у  . .
^  )  J »  Sin —  C0S Т  dX dy

i f f ,  4 mux . m y  . ,
cm„ =  ~b J J P(x, y )  cos —  sin - -  dx dy

“Ml'**’» i i ,  . . mux . nuy
d,nn= - b р(*> У) sin —  s,n T  dx dy'

причем через Q обозначен фундаментальный прямоугольник со сторо­
нами 2а и 2 Ь.

Легко видеть, что в данном случае Ьтп —  0, с-тп =  0, dmn =  0, что же 
касается атп, то путем вычисления получим:

О, если /я =  л =  О
. sinnitS п

—  4 п  в-1- ,  если т =  0 , я > 0
ЛПр

. sinmna .  л п
—  4р  , если а л > 0 ,  л =  0

тип
, smwina этлпв .  _ .  п

-4р ----------- • ------к-*-, если л г >  0 , л > 0 .
г  тип лпр
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Внося эти значения коэфициентов Фурье в вышенаписанный ряд для 
р(х, у),  получим окончательно:

00 00
/  ч о sinm na тих .  ѴТ віплтеВ літѵ

Р(х, У ) = — 2Р >  -----------cos------------- 2р V   4 — cos —г— —LU тип а И  лпр о
т—1 т = 1

СО 00
sinm na тих  г 1 sin nap лпу
-----------------c o s -------------  .  >  ------------ Г  COS

тиа a яп{$ Ь
т = 1 т—1

что совпадает с формулой (7 ').
Итак мы видим, что отдельные члены двойного ряда Фурье, в кото­

рый разлагается функция нагрузки р(х, у) ,  будут вида:

тих пиу
<2 c o s  cos ,тп а b

где т и п  могут принимать всевозможные целые положительные значе­
ния, включая нулевые.

Если принять
, . тпх пиур(х, у )  =  атя cos —  cos - j - ,

то функция

М(?)'+(тП
1 тих лпу

ип,п =  ат„ г-, cos cos

будет удовлетворять диференциальному уравнению ( 1) и граничным усло­
виям (2), (3). Следовательно функция

00 00
П  а„„ тттлг лпу

И"”» —  Du* Ь  Г і т \ ‘ /  л \ П «  “ * Т С0, ' Г  ( >

: } -  J

будет служить решением данного диференциального уравнения ( 1) при 
граничных условиях (2) и (3). Остается выполнить условие (4) в начале 
координат, что достигается путем прибавления к формуле (8) надлежа­
щего постоянного.

Мы рассмотрели решение задачи об изгибе пластинки при определен, 
ных граничных условиях. Метод рядов Фурье с успехом может быть при­
ложен к интегрированию диференциального уравнения ( 1) изгиба 
пластинки при различных граничных условиях, рассматриваемых в теории 
упругости.
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§ 5. Поперечные колебания стержня

Задача о поперечных колебаниях струны была рассмотрена нами во 
введении. Тонкий стержень отличается от струны тем, что он работает 
не только на растяжение, но и на изгиб. Предположим, что в состоянии 
равновесия ось стержня направлена по оси ОХ  и движения ее точек
происходят перпендикулярно к этой оси; тогда смещение и точки х  оси
стержня будет функцией от х  и t, которая удовлетворяет следующему
диференциальному уравнению:

дги . д4и . .
(1)

Действительно, если Ж есть изгибающий момент, a F(x,  / ) —  нагрузка, 
отнесенная к единице длины, то, как известно из сопротивления мате­
риалов, условие равновесия стержня в момент t будет:

E f g - Ж .  (2)

где £ — модуль упругости Юн г а ,  а I — момент инерции поперечного се­
чения.

Заметив, что —у  =  F, мы, диференцируя уравнение (2) два раза от-
Ол

носительно х, получим условие равновесия стержня в виде:

E / b~  =  F ( x , t ) .  (3)

Чтобы получить уравнение движения, согласно принципу Д  а л а м - 
б е р а ,  мы должны включить в состав внешней силы еще силу инерции 
в сечении х, рассчитав и ее на единицу длины. Так как ускорение этого 
сечения мы можем считать постоянным во всех точках сечения и равным

Ѵи л д2и
— , то сила инерции, рассчитанная на единицу длины, будет: — р а ^ -,

где р есть объемная плотность вещества стержня, а —  площадь поперечного 
сечения. Следовательно мы получим уравнение движения из уравнения

(3), если заменим в последнем F  через F — ра — , что нам іцст урав-ot
нение ( 1), где положено:
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Наша задача будет иметь вполне определенное решение, если мы за­
дадим начальные условия:

«I = < р (* ). т г | = ф ( * )  W
|/=0 о* |/=0

и граничные условия, которые должны выполняться на концах х  =  0, 
х  =  Ь стержня и вид которых зависит от способа закрепления соответ­
ствующего конца. В зависимости от вида этих граничных условий мы 
получим различные решения диференциального уравнения (1). В даль­
нейшем мы разберем решение нашей задачи при граничных условиях 
двоякого типа:

a) концы подперты, т. е. могут свободно вращаться вокруг точек 
закрепления; тогда изгибающий момент должен равняться нулю, т. е.

Ьги
имеются условия: и =  0 , —  =  0  при х  =  0 и х  =  1, каково бы ни 

было
b) концы закреплены наглухо так, что в них стержень имеет горизон-

Ъи
тальное направление; в этом случае имеются условия: « =  0 , —  =  0  при

о Х

х  =  0 и х  =  1 каково бы ни было t.
В обоих случаях задаются на каждом конце стержня по два условия, 

в отличие от струны, когда на каждом конце мы имели по одному 
условию.

Рассмотрим лишь случай свободных колебаний стержня, т. е. поло­
жим в уравнении ( 1) f ( x ,  0  =  0 , что нам даст:

^  +  а » * И =  0 . ( 1*)
д/ 2 ^  ддг* к '

Задача заключается в том, чтобы найти решение и(х, t) уравнения 
(1'), удовлетворяющее начальным условиям (4) и граничным условиям 
вида (а) или (Ь).

Как и в случае струны, ищем сначала частное решение диференци­
ального уравнения ( 1') в виде:

u = T ( t ) - X ( x ) .  (5)

Подставив в уравнение (1'), получим:

Т ’Х  - j- а2 Т Х ^  =  0
или

Г  _  ArW _  м  
агТ X

где kS — постоянное, пока произвольное.
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Таким образом мы находим:

0, (6) X W — k * X = 0 .  (7 )

Общее решение уравнения (6) есть:

T(t) =  A sin (aWt - |-  а), (8)

где А и а — произвольные постоянные.
Что касается общего решения уравнения (7), то оно будет:

X  (х) =  Сгекх -j- Сге~кх -)- С3 cos kx-\-  С4 sin kx,

так как характеристическое уравнение г4 —  ft4 имеет корни: k, —  k, ik, — ik.

Если выразить е*-* и с~кх через ch kx  и sh kx  и изменить значения 
произвольных постоянных С,, С2, то общее решение можно представить 
в виде:

X  (х) =  С] ch kx  С2 sh kx  -f- С3 cos kx  C4 sin kx. (9)

Теперь мы рассмотрим отдельно два случая граничных условий (а) 
или (Ь).

а) В случае граничных условий (а) должны иметь:

A'(O) =  C1 +  C3 =  0, * »  =  Ла (Сг - С 3) =  0,
X  (/) =  Cj ch kl -(- С2 sh kl -f- c 3 cos kl -f- C4 sin kl == 0,
X" (/) =  k2 (Cj ch kl 4 -  C, sh kl — Ct  cos kl — C4 sin kl) =  0.

Эти условия очевидно при k = £ 0  приводятся к следующим:

С, =  С3 =  0.
Са sh kl С4 sin kl =  0, C2 shA/ — С4 sin £ / =  0. (10)

Последняя система двух линейных однородных уравнений имеет не 
нулевое решение в том случае, когда ее определитель равен нулю, т. е.

sh kl, sin kl
shft/, — sinfe/

=  0 И Л И 5 І п А /  =  0. (11)

При выполнении этого условия, уравнения (10) приводятся к одному 
CashA/ =  0 и дают С2 =  0.

Таким образом окончательно находим: Х ( х )  =  С4 sin kx.

Из уравнения (11) вытекает: kn= ™  ( л = 1 ,  2 , 3 , . . . ) ,

и следовательно мы получаем систему частных решений уравнения ( 1'), 
удовлетворяющих граничным условиям типа (а). Эти решения будут:

ип С*. О =  с п sia (ып* +  а„ )sin V е» (12>
где положено:
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Ся и ап суть произвольные постоянные.
Введем вместо неизвестных С„ и а„ новые неизвестные а .  и b ,п п  Я Л *

положив:
с п sin Ы  +  ап) =  «„ cos (0nt - f  bn sin a>nt,

где
ал =  с,«8Іп«л. *„ =  Cncosa„.

Тогда решения (12) запишутся так:

/  аяаіта аяа тг* Д  • ятг
иЛ х - 0 = ^ „ c o s - 75- / 4 - * ns i n - ^ - / j s i n T xr.

Данное диференциальное уравнение (1'), будучи линейным и одно­
родным, имеет решение:

/ л  V 4 /  алатта аяапа \  ян
« (* , 0  =  c°s  —J3— <- h s m  —73— / 1 sin — x, (I)

n—l ' '
в котором постоянные an и bn нужно выбрать так, чтобы удовлетворя­
лись начальные условия (4).

Это нам даст: т

<Р ( * ) = £ « „  sin (13)
я=1

. . ^ a n h г3) лтгх , , J4
<pW =  2 - - ^ - * „ s i n - 7- .  (14)

Л=1
Следовательно если разложить данные функции <р (х) и ср (х) в ряды 

Фурье по синусам в промежутке (О, I), то эти разложения должны 
совпасть с рядами правой части равенств (13) и (14).

Следовательно формула (1) дает окончательное решение нашей за­
дачи, если постоянные ап и Ьп мы определим, согласно (13) и (14), по 
формулам Фурье:

і і

an = 4 l ' p(2)sin^ T rf5, Ьп~  a^T af  У ®  S‘n ~ Т d*" (1б)
о о

Ь) Разобрав задачу свободных колебаний стержня при граничных 
условиях вида (а), перейдем теперь к исследованию той же задачи при 
граничных условиях типа (Ь). В этом случае из условий (Ь) найдем:

* ( о ) = С , + С 3 =  О, X 1 (о) =  А (Са - f - С4) =  О,
Х{1) ~  С, ch kl - f  Са sh kl f  C3 cos «  +  C4 sin kl =  0,
X'(l)  =  k (Cj sh kl - f  Ca ch А/ —  C3 sin А/ - f  C4 cos W) =» 0.

Эга система упрощается и приводится к виду:

С3 Cj, С4 =  Са,
С, (ch kl —  cos Л/) -f- С"а (sh kl —  sin kl) —  0,
C, (sh kl -(- sin kl) -J- C2 (ch kl — cos kl) —  0 . (16)
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Условие необходимое и достаточное для того, чтобы последняя система 
имела не нулевое решение, заключается в равенстве нулю ее определителя. 

Таким образом получим:

ch kl — cos kl, sh kl —  sin kl __
sh kl -{- sin kl, ch k l— cos kl ’

(ch kl — cos kl)2 — (sh2 kl —  sin2 kl) =* 0 , 
что по раскрытии скобок приводится к уравнению

ch kl cos k l = l .  (17)

Полагая для краткости k l = \  мы получим уравнение для определения X:

c h X c o s X = l  или c o s X = - ^ ,
chX

которое имеет бесконечное множество действительных корней:

в чем мы убеждаемся, например, начертив графики функций cos X и 

Положительным корням X,, X, , . .  .,ХЛ, . . .  соответствуют значения пара­

метра й: fej,fe2, . . . ,  kn =  ^a-.

Так как при этих значениях параметра k, условие (17) выполняется, то 
одно из уравнений (16) есть следствие другого, и мы можем положить:

Cj =  С (sh kl — sin kl), C2 =  — Cj (ch kl  —  cos kl).

Внося значения Cv  Cs, Ct  —  —  Cv  Ct  =  —  C3 в формулу (9), 
получим при С =  1, что очевидно не уменьшает общности, искомое ре­
шение Х п (х)  в виде:

Х п (х ) =  (sh knl —  sin k j )  (ch knx  — cos knx)  —

—  (ch knl  — cos knl) (sh knx  —  sin knx). (18)

Отрицательные корни — X,, — Xj,. . .  мы откидываем, так как им
соответствуют те же функции Х п(х)  (18) лишь с обратным знаком; 
точно так же нулевой корень дает неинтересное решение 0 .

Итак мы построили систему частных решений диференциального 
уравнения ( I 1), удовлетворяющих граничным условиям вида (А):

✓ л /  ая2іт2 . ,. . , ал2ті2 \  „  , .
и„ С*. * ) = ( « „  cos 1 +  bn sin - p -  t j  X n (x). (19)

Вследствие линейного и однородного характера диференциального
уравнения ( l f), его решением будет:

« X, 1) =  ^ ( а „  cos t  +  bn sin Л  X n (x). 01)
л = і '
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Остается определить неизвестные коэфициенты ап и Ьп, так чтобы 
функция u ( x , t )  удовлетворяла начальным условиям (4). Это нам дает:

с20)
п=і л=і

Таким образом задача определения неизвестных коэфициентов ап и 
Ал формулы (II) приводится к разложению данных функцйй <f(x) и ш (дг) 
в ряды по системе функций Х п(х). Эти ряды аналогичны рядам 
Фурье, вследствие ортогональности системы функций (18).

Чтобы доказать ортогональность системы функций Х г (х), Х г (х) , . . . ,  
Х „ (х ) , . . .  в промежутке (0 , I), мы заметим, что по • самому своему 
определению функции Х п (х) удовлетворяют уравнению (7) при k =  kn, 
т. е. X < y )= k 4nX n.

Следовательно мы имеем: ATJJV) (х) =  k*nX n (дг); Х ^ )  (х) =  k*m Х т (дс)- 
Умножая первое из этих уравнений на Х т(х), второе на Х п(х), вы­

читая почленно и интегрируя относительно х  от 0 до I, получим:
1 і

( К  -  kV  j  (■») ^  <*> d x  *  j  Ѵ Ф  (* ) х *  w  -  x l V) <*) ( * ) ]dx
0 0

и для доказательства свойства ортогональности

і
f  X ,  (х) X m( x ) d x = 0 ( m = £  п)
0

нам достаточно показать, что правая часть последнего равенства есть 
нуль, так как множитель k4 — k^ не равен нулю при т ф п .

Применяя дважды формулу интеграции по частям к выражениям 

X ^ X d x  и X ^ X d x
П т  /71 П

получим:

j  [ a w  ( х )  Х т (х) -  (х) х я (дг)-] d x =

=  [ х : ( х ) Х т( х ) - Х " т(х )Х а< х ) ^ - [x-n( x ) X m( x ) - X ' m( x ) X n( x ) j ‘Q.

В силу граничных условий (А) правая часть последнего равенства 
обращается в нуль, что и доказывает свойство ортогональности

1
J  Х п (.х) Х т (*) dx —  О ( т ф  п).
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При т =  п последний интеграл будет:

О
X \ ( x ) d x = I a>

где Іп —  вполне определенное постоянное, которое мы можем вычислить.
Предположим теперь, что нам нужно разложить заданную в проме­

жутке (О, /) функцию f (x )  в ряд вида:

/ ( * ) - £  4 ,  * „ (* ) .
П=1

Не касаясь вопроса о сходимости и возможности такого разложения, 
мы покажем лишь, как можно определить коэфициенты разложения, до­
пуская, что такое разложение возможно и что его можно почленно 
интегрировать.

Умножая обе части разложения на Х т(х), интегрируя относительно 
х  от 0 до I и принимая во внимание свойство ортогональности функций 
Х„(х),  мы находим:

і
j т х т(х) =  Am\ x l С*) dx =  АтІп,

откуда

Am =  T \ m X m{x)dx.т
о

Мы видим таким образом, что коэфициенты разложения определя­
ются по формулам, аналогичным формула и. Фурье.

Возвращаясь к равенствам (20), мы усматриваем, что коэфициенты 
ап и К  должны быть вычислены по формулам:

/ /

*  Г  j  Т {Х) Хп ̂  dX’ Ьп =  ̂ *Гп j  Ѵ (Ж) Хп (Х) dX'
п о "о

Итак формула (11) даст решение нашей задачи, при условии, что ап 
и Ьп в ней заменяются последними выражениями.

П Р И Л О Ж Е Н И Е

Краткий очерк теории почти периодических функций
Ряды Фурье являются прекрасным аналитическим аппаратом для изо­

бражения периодических функций. Так мы знаем (§ 15), что функции 
„  . 2тг

Д х), периода /> =  —  , соответствует тригонометрический ряд Фурье вида:к
00

d  
2

П —  \

^  (ап cos nk х  +  bn sin nkx),

коэфициенты которого определяются по формулам:

р р

ая =  у  j / (х)  cos nkx dx, bn =  у 1 / ( * )  sin nkx dx  (n =  0 , 1, 2 , . . . ) .

Как было указано в § 15 первой части, этот ряд Фурье можно также 
записать в комплексной форме:

оо

2  ( о
л= — 00

полагая: Р

с „ =  у \ f ( x ) e ~ tak* dx  (л =  0 , +  1, ±  2 , . . . ) .  (2)
о

Из § 1 и 8 первой части известно, что средняя квадратичная погреш­
ность j N приближенного выражения функции f ( x ) посредством тригоно­
метрической суммы Фурье:

N

2  (3)
n ~ — N

стремится к нулю, когда N —ю о , т. е.

р N

iN =  y \  I / ( • * ) —  спе‘пкхI d x - * О, при N — »оо. (4)
п =  - N
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Это заключение равносильно равенству Парсеваля (§ 8), которое сле­
довательно выражает, что функция f ( x ) может быть с любой степенью 
точности апроксимирована в среднем посредством сумм Фурье (3).

Таким образом периодическая функция может быть разложена в ряд 
из гармонических колебаний, т. е. колебаний вида спе,пкх.

Естественно возникает проблема исследовать те функции, которые мо­
гут быть разложены в ряды из периодических колебаний вида спе?хпх, где 
показатели Хя—  совершенно произвольные действительные числа. Эта 
проблема привела Г а р а л ь д а  Б о р а  к построению теории особого 
класса функций действительного переменного, содержащего в себе как 
частный случай класс непрерывных периодических функций. Б о р  опубли­
ковал предварительные результаты в конце 1923 г. и дал стройное изло­
жение своей теории в ряде мемуаров, появившихся в журнале „Acta Mathe- 
matica“, начиная с 1924 г.

Пусть / ( j c )  непрерывная функция, определенная для всех значений 
действительного переменного jc (— оо <  jc  <  -f- оо). Ради общности н 
удобства дальнейших формулировок мы будем предполагать / ( х )  ком­
плексной функцией, / ( j c )  =  и(х) - { -  іѵ(х), где h ( jc )  и  ѵ (х )  обозначают 
непрерывные действительные функции действительного переменного jc. 
Очевидно, что для непрерывной функции / ( j c )  периода р  существуют 
действительные числа периода тП =  пр, удовлетворяющие условию:

/ ( jc- | - t„ )— / ( jc)= *0  при всяком JC.

При этом все числа тя суть кратные р, т. е. числа тя образуют ариф­
метическую прогрессию. Обобщая это определение, мы назовем вместе 
с Б о р о м  непрерывную функцию / ( х)  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к о й ,  
если для любого положительного числа е можно найти „почти периоды* 
т==т(е), удовлетворяющие условию:

|/(д г - |-т )  —  / ( j c ) | < e  при всяком х,

причем эти числа т расположены не реже некоторой арифметической 
прогрессии. Последнее требование более точно можно выразить так: 
с у щ е с т в у е т  д л и н а  1 =  1(e) т а к а я ,  ч т о  в н у т р и  в с я к о г о  
и н т е р в а л а  э т о й  д л и н ы  н а й д е т с я  п о  к р а й н е й  м е р е  о д и н  
„ п о ч т и  п е р и о д * .

Другими словами для каждого положительного постоянного е должно 
существовать бесконечное множество „почти периодов* т =  т(в), и мно­
жество этих „почти периодов* т не должно нигде образовывать про­
извольно больших пустот.

Заметим, что это последнее требование, т. е. требование существо­
вания чисел 1(e), является весьма существенным для всей теории.
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Ясно, что непрерывные чисто периодические функции содержатся 
в классе почти периодических функций: действительно, если / ( х)  имеет 
период р, то для каждого е все периоды пр(п =  ̂ Ь 1, ± 2 , . . . )  могут 
быть рассматриваемы как „почти периоды* и следовательно здесь воз­
можно выбрать длину /  =  /(е) даже независящей от е, например поло­
жить 1 =  2р. Из определения почти периодических функций можно вы­
вести ряд их свойств, так как из него следует, что течение функции 
для любых значений х  воспроизводит с точностью до е ее течение в не­
котором интервале длины I, например в интервале 0 < ( х  <  /. Отсюда мы 
немедленно убеждаемся, что / ( х) о г р а н и ч е н а  д л я  в с е х  з н а ­
ч е н и й  х: в самом деле, если внутри промежутка (О, /) непрерывная 
функция f ( x )  удовлетворяет неравенству \ f ( x ) \< ^ g  и е < 1,т о  для вся­
кого х  имеем:

І / ( * ) І О + * < # - И -

Далее легко показать, что ф у н к ц и я  / ( х)  р а в н о м е р н о  н е п р е ­
р ы в н а  в и н т е р в а л е  —  оо <[  jc <  - | -  о о , т. е. д л я  в с я к о г о  
*> Е> 0 ,  с у щ « с т в у е т  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о  А т а к о е ,  ч т о  
н е р а в е н с т в о

| / ( * + « )— / ( * ) I < 6  при | 8 | < А

и м е е т  м е с т о  д л я  в с е х  з н а ч е н и й  п е р е м е н н о г о  jc.
Отметим два очевидных следствия, вытекающих из последнего пред­

ложения:
1) в с я к о е  д о с т а т о ч н о  м а л о е  п о  с в о е м у  а б с о л ю т н о м у  

з н а ч е н и ю  ч и с л о  9, | 9 | < А ,  я в л я е т с я  „ п о ч т и  п е р и о д о м *  
о т н о с и т е л ь н о  д а н н о г о  г,

2) е с л и  т е с т ь  „ п о ч т и  п е р и о д *  о т н о с и т е л ь н о  е, т о  
т -f-S- т о ж е  „ п о ч т и  п е р и о д * ,  о т н о с я щ и й с я  к 2е.

Таким образом „почти .периоды* функции / (х )  изображаются на оси 
абсцисс не точками, а интервалами и притом не слишком редко распо­
ложенными; арифметический подсчет показывает, что эти интервалы для 
двух разных почти периодических функций после конечного числа пов­
торений перекрываются; тогда любая общая точка этих перекрывающихся 
интервалов представляет общий „почти период* для обеих функций; от­
сюда же легко показать, что наши две функции, имея общие „почти 
периоды*, дадут в сумме новую почти периодическую функцию.

Пользуясь этой схемой рассуждений, мы доказываем весьма важное 
свойство почти периодических функций, а и м е н н о  их и н в а р и а н т ­
н о с т ь  п р и  с л о ж е н и и .  Значение этого предложения становится осо­
бенно ценным, если заметить, что сумма двух чисто периодических 
функций, вообще говоря, не является чисто периодической функцией!
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более точно две периодические функции при сложении дают периодиче­
скую же фу и цию только в том случае, когда периоды слагаемых функ­
ций находятся в соизмеримом отношении.

Так как чисто периодическая функция преіставляет специальный слу­
чай почти перио іической функции, то из упомянутого выше предложе­
ния инвариантности при сложении вытекает следствие:

с у м м а  к о н е ч н о г о  ч и с л а  н е п р е р ы в н ы х  ч и с т о  п е р и о ­
д и ч е с к и х  ф у н к ц и й ,  н а п р и м е р  к а ж д а я  с у м м а  в и д а :

ѣ с у * .
f la  1

где \ я —  п р о и з в о л ь н ы е  д е й с т в и т е л ь н ы е  ч и с л а ,  е с т ь  
п о ч т и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я .  Простейшим примером почти 
периоаической функции, не являющейся чисто периодической, может 
служить функция

f ( x ) =  A cos ах В sin рлс,
а

где А, В, а, 8 суть действительные числа, причем отношение  ирра-
Р

ционально.
Далее легко доказать, что к в а д р а т  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к о й  

ф у н к ц и и  е с т ь  ф у н к ц и я  т о ж е  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к а я .  
В самом деле, если | / ( x ) | s g A l ,  то мы можем написать:

\Р  (х  - f  т) —  Р  (х)  I =  |/ (л г +  т) + / ( * )  I І/С* +  т) —  f (x )  I <  2 М - ~  =  е,

0
где т есть „почти период" функций f ( x )  относительно . Полученное

неравенство показывает, что это же число т является „почти периодом" 
функции Р  (лс) относительно е.

Пользуясь свойством инвариантности почти периодических функций 
при сложении и возведении в квадрат, немедленно установим их и н в а ­
р и а н т н о с т ь  п р и  у м н о ж е н и и ,  если отметим тождество:

Наконец легко видеть, что е с л и  f (x )  е с т ь  п о ч т и  п е р и о д и ч е ­

с к а я  ф у н к ц и я ,  п р и ч е м  | / ( х )  | >  а ] >  0 , т о  е с т ь  т а к ж е
/ W

п о ч т и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я .
В самом деле из неравенства:

I 1_________1_[
! / ( *  +  *) • / ( * )  j

/ ( *  +  * ) - / ( * )  
/ ( * ) • / ( *  +  т)
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следует, что число т есть „почти период" функции -—-т относительно»,
І \ х )

если оно будет „почти периодом" функции f ( x ) относительно а*е.
Из указанных выше предложений вытекает общее заключение: к а ж ­

д а я  р а ц и о н а л ь н а я  о п е р а ц и я  н а д  п о ч т и  п е р и о д и ч е ­
с к и м и  ф у н к ц и я м и  д а е т  в с е г д а  ф у н к ц и ю  п о ч т и  п е р и о ­
д и ч е с к у ю ,  е с л и  т о л ь к о  не п р и х о д и т с я  д е л и т ь  на ф у н к ­
ц ии,  к о т о р ы е  м о г у т  п р и н и м а т ь  з н а ч е н и я ,  п р о и з в о л ь н о  
б л и з к и е  к н у л ю .  Далее легко обнаружить, что п р е д е л ь н а я  
ф у н к ц и я  F(x)  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ф у н к ц и й  /](•*),
/ а (*)>• • •. / „ (х ) ......... р а в н о м е р н о  с х о д я щ е й с я  в и н т е р в а л е
—  оо < х  < - { - оо, е с т ь  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я ,  
е с л и  о т д е л ь н ы е  ф у н к ц и и  f„ (x ) с у т ь  п о ч т и  п е р и о д и ­
ч е с к и е .

Действительно вследствие непрерывности функций /„  (х) предельная 
функции F(x)  также непрерывна. Пусть дано е, е > 0 .  Мы выберем 
число N = N ( i )  столь большим, чтобы для всех х  существовало нера­
венство:

Тогда при любом т имеет место неравенство:

I + т) — /Ч * ) I <  I / * ( * “И )  — /* ( * )  I +  Ц і —  00  < * < + оо),

из которого вытекает, что каждый „почти период" т функции /* (* ) . 

принадлежащий числу , будет „почти периодом" функции F(x)  отно-
О

сительно е. Рассмотрим ряд
00

л=1

где показатели Хя —  произвольные действительные числа, предполагая его 
равномерно сходящимся при —  оо <  х  <  оо.

Сумма этого ряіа F{x)  является предельной функцией для частичных 
сумм

л*=і

которые по условию к ней равномерно сходятся. С другой стороны, 
каждая fN (х), будучи суммой периодических функций, есть функция
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почти периодическая. Следовательно в силу только что разобранной 
теоремы сумма F(x) есть функция почти периодическая.

Прежде чем получить разложение почти периодической функции на 
чисто периодические колебания, мы должны рассмотреть одно общее 
свойство почти периодической функции, заключающееся в существовании 
ее среднего значения. Это свойство можно выразить в виде следующего 
предложения: дл я  к а ж д о й  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  
/(дс) с у щ е с т в у е т  с р е д н е е  з н а ч е н и е :

г

м  [ /(* ) ]  = Jim \  / ( * )  dx,
Г-+00 1 J 

о
т. е. в ы р а ж е н и е

/(дс) dx

с т р е м и т с я  к о п р е д е л е н н о м у  к о н е ч н о м у  п р е д е л у ,  к о г д а  
Т —+ o o .

В случае чисто периодической функции /(дс) периода р  это предло­
жение становится очевидным, а среднее значение совпадает в этом слу­
чае с

£

J / ( * )  dx. 
о

Действительно, полагая T ^ n p - \ - t ,  где O ^ t ^ p ,  имеем: 
т по г

у  \ ^ f ( x ) d x = y y ( x ) d x  +  ^ f { x ) d x .
О О п р

Заметив, что
пр р  Т  t

\ f ( x ) d x  =  n ^ f ( x ) d x  и ^ f ( x ) d x — y ( x ) d x ,
0 0 пр О

перепишем последнее равенство в виде:
j т р і

у  !* /(* ) dx  Ш  у  j  /(дс) dx  +  у  | / ( д с )  dx,
О О О

откуда переходом к пределу при Т  —+ оо (а значит и п —* оо) получим:
т Р

Ига у | /  (дс) dx  —  - i  j" /  ( jc)  dx,
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так как
t

. a

4 to  же касается доказательства этой теоремы о существовании сред­
него значения для почти периодической функции, то оно опирается на 
тот факт, что с точностью до е все значения почти периодической функ­
ции повторяют ее значения в интервале 0  < (д с < [/.

Теорема о среднем значении почти периодических функций может 
быть доказана в следующей более общей форме: в ы р а ж е н и е

«+г

у  \ f { x ) d x
а

с т р е м и т с я  р а в н о м е р н о  о т н о с и т е л ь н о  а к з н а ч е н и ю  
/И{ / ( * ) } ,  когда Т —►оо. Отсюда при а —  — Т в частности следует:

о

lim ^c \ f { x )  d x — M  { /(дс)} ,
T-KXt 1

что в соединении с равенством
т

1*ш I/(дс) dx  =  M 
т~ко  с

дает нам другое определение среднего значения:
т

M { f ( x ) }  == lira 2у J / W dx.
-т

Переходя теперь к определению ряда Фурье для почти периодиче­
ской функции /(дс), берем выражение:

f (x )e ~ “*, (5)

которое изображает при всяком действительном значении X почти перио­
дическую функцию, будучи произведением почти периодической функции 
/(дс) на чисто периодическую функцию е _Лд!.

Рассмотрим среднее значение этого произведения (5), существующее 
в силу сказанного выше для всякого X. Оно представляет некоторую 
функцию с(Х):

г

с (X) =  lim I /(дс) е _Лх dx. (6)
т~*с0 5
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Изучим эту функцию с (к) сначала для частного случая, предполагая 
/(•*) функцией периодической.

Полагая Т = п р ,  где р  —  период функции /(дг), будем иметь:

с 0 ) =  Нш - і  ( /я-►СО ПР J
| / ( х  )e~ iyxd x  =
)

■ Ііш —  I /(дс)е_Л-г [1 е_лР- ( - е~іГУ -)- • • • -j- e~^n~ ^ p]dx.= lim —  \ )

0
p

Равенство (7) мы получили, разбив интеграл |  на л слагаемых, со-
о

ответственно промежуткам интегрирования (0 , р), (р, 2р ) , . .  .[ (л —  1 )р ,  пр\, 
и преобразуя затем все интегралы к пределам 0  и р, пользуясь при этом 
периодичностью функции f (x) .

Считая р  =  ~ ,  мы видим, что при X— mk(m  =  0, +  1, + 2 , . . . )

все слагаемые выражения (7), заключенные в скобки, обращаются в еди­
ницу, и следовательно получаем:

c(mk) =  cm — —  \ / ( х ) е ~ Ш хйх. (8)

(7)

Сравнивая выражение (8 ) с формулой (2), мы убеждаемся, что при 
значениях X, крадных к, функция с (к) принимает значения комплексных 
коэфициентов Фурье функции /(дг)- С другой стороны, п р и -к ф т к ,  
мы имеем:

1  е - іп к р
\ + е -ьр  +  е-ЫР-\ j -  ,

откуда следует в силу (7), что с (к) при таких значениях X равна нулю.
Обращаясь к общему случаю почти периодической функции, естест­

венно ожидать, что и в этом случае функция с (X) также будет не равна 
нулю лишь при исключительных значениях X.

Центральным моментом всей теории почти периодических функций 
является предложение о том, что, к а к о в а  бы ни б ы л а  п о ч т и  
п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  /(дс), в с е г д а  с у щ е с т в у е т  по  
к р а й н е й  м е р е  о д н о  з н а ч е н и е  X, п р и  к о т о р о м  ф у н к ц и я  
с(Х) н е р а в н а  ну л ю.  Приняв это предложение, легко доказать, что 
с (X) не равна нулю лишь при исключительных значениях X. Действи­
тельно, если взять конечное число произвольных значений кт с соответ-
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ствующими им числами с(кт) и вычислить выражение:

|2\

V ет=1 I /
(9)

то после вычислений получим: 

М (9')
ѵ j m-1

Эти вычисления выполняются таким образом *:

М  (  / (х) — £  с (Хт ) е'1’»* 1 =
Ц т  = 1 )

=  М  | (  П х )  -  £  с (X J )  ( j { x )  -  £ 7 ( l m) е - A.»'j }  =

п п

— М  {/(дс) -/(дг)} -  £ 7  (XJ М  [/(дг) е - ^ \  —  £  с 0 J  М [J (x )e ^ * ]+
т=1 

п
т — 1

откуда, замечая что

получим

М  ( е ' ( Ч ~ Ч Ч  _  і  0  для т і ^
[ 1 для тл — тѵ

М  (  / (дг) —  £  c ( k j  I'} =  М { \ / ( х )  I*} -  £  I с ( X J !». (10)
^ /71 =  1 I '  /71 =  1

Равенство (10) доказывает совпадение выражений (9) и (9'). Из этой 
формулы ( 10) вытекает неравенство:

£ к ( Х т ) | * < Л * { | / ( д : ) | * } , (И)
т = 1

так как левая часть формулы (10) является не отрицательным числом 
представляя среднее значение действительной не отрицательной функции.

Из последнего же неравенства ( И) ,  в котором Х1( Хл суть
произвольные между собой различные действительные числа, следует да­
лее, что для каждого е, £ />  0 , может существовать не более как конеч­
ное число значений X, для которых | с (к) | >  е. Давая s последовательные

значения 1, —, — обнаружим, что все значения X, для которых

Черточкой наверху мы обозначаем величину, сопряженную с данной.
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функция с(X)’ не равна нулю, могут быть перенумерованы с помощью 
натурального ряда чисел.

Обозначим выделенные исключительные значения X через . . .
перенумеровав их произвольным образом, и назовем эти значения 

п о к а з а т е л я м и  Ф у р ь е  функции / ( * ) .  Обозначим далее соответст­
вующие им-средние значения с (^ ), с ( / , ) , . . .  через Сѵ  С , , . . .  и назовем 
эти значения коэфициентами Фурье функции / ( * ) .

Ряд, образованный посредством только что определенных чисел Іт и 
Ст вида:

Е Ѵ - » ' ,  ( 12)
т=1

будем называть р я д о м  Ф у р ь е ,  с о о т в е т с т в у ю щ и м  ф у н к ц и и  
/ ( х ), что символически запишем так:

00

/С *) 2 1  Cme‘UX-
mss 1

Из неравенства (11), которое в предположении, что Хт  суть показа­
тели Фурье функции / ( х ), перепишется так:

£ | С „ | * < Л І { | / ( * ) | * }  (И )
т=1

следует сходимость ряда
оо

E i c j ’.
т=1

Оказывается, что неравенство (11') в пределе при п — ► оо обра­
щается в равенство:

% \ С т\* =  М { \ / ( х ) \* } ,  (13)
т = 1

которое выражает собой обобщение на почти периодические функции 
равенства Парсеваля, известного из теории тригонометрических рядов 
Фурье (часть I, § 8).

Первое доказательство равенства Парсеваля (13) для почти перио­
дических функций дано автором теории Бором при помощи весьма 
тонких и сложных аналитических выкладок. Большое упрощение внесено 
Вейлем при помощи обобщения теории интегральных уравнений.

Из формулы (10), в силу равенства Парсеваля (13), следует:

м  —  >0 при л — оо,
1 ях=1 >

т. е., что п о ч т и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я  с л ю б о й  с т е -

ПРИЛОЖЕНИЕ 163

п е н ь ю  т о ч н о с т и  м о ж е т  б ы т ь  а п р о к с и м и р о в а н а  в с р е д ­
н е м  п о с р е д с т в о м  с у м м  вида:

± С те ^ .
т = 1

Таким образом мы приходим к результатам, о которых речь была 
в начале этого обзора в применении их к рядам Фурье чисто перио­
дических функций.

Возникает вопрос: н е б у д у т  ли п о к а з а т е л и  Ф у р ь е  Іт п о ч т и  
п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  с в я з а н ы  к а к и м и - л и б о  у с л о -  
в и я м и? На этот вопрос можно ответить отрицательно, доказав следую­
щее предложение.

Я

П у с т ь  р я д  'У' с^е"^, г д е  д е й с т в и т е л ь н ы е  п о к а з а т е л и
Л = 1

Хя в с е  м е ж д у  с о б о й  р а з л и ч н ы  и к о э ф и ц и е н т ы  сп не  
р а в н ы  н у л ю ,  с х о д и т с я  р а в н о м е р н о  в и н т е р в а л е  — °°<С. 
- <  j: <  оо ( или он с о с т о и т  и з  к о н е ч н о г о  ч и с л а  ч л е ­
н о в )  и т а к и м  о б р а з о м  п о  р а н е е  д о к а з а н н о м у ,  е г о  
с у м м а  / ( х) е с т ь  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к а я  ф у н к ц и я .  Т о г д а

Л

р я д  Ф у р ь е  у 1 Спе‘̂ х э т о й  ф у н к ц и и  / ( х) т о ж д е с т в е н е н
Л=1

с д а н н ы м  р я д о м .
Для доказательства этого предложения нужно обнаружить, что

для Х =  *
Л

для Х=^ХП.
Справедливость же последнего равенства следует из предположения

оо
что данный ряд cnef^ ,  если он содержит бесконечно много членов,

Л =  1

равномерно сходится к f ( x ) во всем интервале — оо ° °  •
Действительно при этом условии можно почленно выполнить процесс

т

« 0 ) - л і  { / ( * ) » - * • > - { J

1 Г 00
Ііш —  1 для ряда ^  cne ^ x 

X "=і
и так как от присоединения фактора е-'Ѵ* не нарушается равномерная 
сходимость, то имеем для каждого постоянного X:
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Из только что доказанной теоремы вытекает следствие: п о к а з а ­
т е л и  Ф у р ь е  Іп п о ч т и  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  не с в я ­
з а н ы  н и к а к и м и  у с л о в и я м и  в т о м  с м ы с л е ,  ч т о  к а ж д а я  
п р о и з в о л ь н о  д а н н а я  ( к о н е ч н а я  и л и  б е с к о н е ч н а я )  п о ­
с л е д о в а т е л ь н о с т ь  д е й с т в и т е л ь н ы х  м е ж д у  с о б о й  р а з ­
л и ч н ы х  ч и с е л  Хп м о ж е т  б ы т ь  р а с с м а т р и в а е м а  к а к  п о ­
с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п о к а з а т е л е й  Ф у р ь е  н е к о т о р о й  п о ч т и  
п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и .  Таким образом например последова­
тельность показателей Фурье может иметь предельные точки на конеч­
ном расстоянии или даже быть повсюду плотной во всем интервале 
—  o o < J t < - f - o o .

В самом деле, выбирая для произвольно заданных показателей Х„
со

коэфициенты сп 0  так, чтобы ряд | ся \ сходился, мы видим, что ряд
П—\

СО

У  будет равномерно сходящимся к / ( * ) .
П — \

Следовательно по только что доказанной теореме этот ряд будет ря­
дом Фурье функции f{x ) .

Возникает вопрос о сходимости образованных обобщенных рядов 
Фурье.

Известно, что тригонометрический ряд Фурье даже в случае непре­
рывности периодической функции может не сходиться всюду, тем более 
это будет так для расширенного класса почти периодических функций. 
Однако некоторые положительные результаты получены и в этом на­
правлении.

Так показано, что р я д  Ф у р ь е  п о ч т и  п е р и о д и ч е с к о й  
ф у н к ц и и  с х о д и т с я  а б с о л ю т н о  и р а в н о м е р н о ,  е с л и  в с е  
е г о  к о э ф и ц и е н т ы  Ся п о л о ж и т е л ь н ы .

Далее имеет место следующая весьма глубокая теорема: е с л и  в с е  
п о к а з а т е л и  Ф у р ь е  Ія п р е д с т а в л я ю т  с и с т е м у  л и н е й н о  
н е з а в и с и м ы х  ч и с е л  (т. е. не существует соотношений вида 
+  ' * ‘ ~\~mklnk—  О с Целыми mt), т о  р я д  Ф у р ь е  с х о д и т с я

оо
а б с о л ю т н о ,  т. е. с х о д и т с я  р я д  ^  | С„ | (а следовательно наш

Л = 1

ряд сходится и равномерно).
На этом мы закончим краткий обзор теории почти периодических 

функций.
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Серия «Ф изико-математическое наследие: математика 

(основания математики и  логика)»

Клини С. Математическая логика.
Клини С. Введение в метаматематику.
Чёрч А. Введение в математическую логику.
Гудстейн Р. Л. Математическая логика.
Мендельсон Э. Введение в математическую логику.
Бурбаки Н. Теория множеств.
Хаусдорф Ф. Теория множеств.
Френкель А. А., Бар-Хиллел И. Основания теории множеств.
Лебег А. Об измерении величин.
Лакатос И. Доказательства и опровержения: Как доказываются теоремы.
Гильберт Д ., Аккерман В. Основы теоретической логики.
Пойа Д. Математика и правдоподобные рассуждения.
Гейтинг А. Интуиционизм.
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Другие книги нашего издательства:

Учебники и задачники по математике

Краснов М. Л. и др. Вся высшая математика. Т. 1—7.
Краснов М. Л., Киселев А. И., Макаренко Г. И. Сборники задач 
«Вся высшая математика» с подробными решениями.
Тактаров Н. Г. Справочник по высшей математике для студентов вузов.
БоярчукА. К. и др. Справочное пособие по высшей математике (Антидемидович). Т. 1 
Босс В. Лекции по математике. Т. 1-15:
Т. 1: Анализ: Т. 2: Дифференциальные уравнения: Т. 3: Линейная алгебра;
Т. 4: Вероятность, информация, статистика; Т. 5: Функциональный анализ;
Т. 6: От Диофанта до Тьюринга; Т. 7: Оптимизация; Т. 8: Теория групп; Т. 9: ТФКП; 
Т. 10. Перебор и эффективные алгоритмы; Т. 11. Уравнения математической физики; 
Т. 12. Контрпримеры и парадоксы; Т. 13. Топология;
Т. 14. Теория чисел; Т. 15. Нелинейные операторы и неподвижные точки;
Т. 16. Теория множеств: От Кантора до Коэна.
Алексеев В. М. (ред.) Избранные задачи по математике из журнала “АММ”.
Жуков А. В. и др. Элегантная математика. Задачи и решения.
Медведев Г. Н. Задачи вступительных экзаменов по математике на физфаке МГУ. 
Александров И. И. Сборник геометрических задач на построение (с решениями). 
Попов Г. Н. Сборник исторических задач по элементарной математике. 
Золотаревская Д . И. Теория вероятностей. Задачи с решениями.
Золотаревская Д. И. Сборник задач по линейной алгебре.
Мостеллер Ф. Пятьдесят занимательных вероятностных задач с решениями. 
Антоневич А. Б. и др. Задачи и упражнения по функциональному анализу.
Городецкий В. В. и др. Методы решения задач по функциональному анализу. 
Грищенко А. Е. и др. Теория функций комплексного переменного: Решение задач. 
Яглом А. М., Яглом И. М. Неэлементарные задачи в элементарном изложении.
Супрун В. П. Математика для старшеклассников. Кн. 1, 2.
Базылев Д. Ф. Олимпиадные задачи по математике.
Куланин Е .Д ., Федин С. П. Геометрия треугольника в задачах.
Эвнин А. Ю. Задачник по дискретной математике.
Киселев А. П. Задачи и упражнения к «Элементам алгебры».
Киселев А. П. Систематический курс арифметики.
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Наши книги можно приобрести в магазинах:
«НАУКУ -  ВСЕМ!» (и. Профсоюзная, Нахимовский пр-т, 56. Тел. (499) 724-2545) 
«Библио-Глобус» (м. Лубянка, ул. Мясницкая, б. Тел. (495) 625-2457) 
«Московский дом книги» (м. Арбатская, ул. Новый Арбат, 8. Тел. (495) 203-8242) 
«Молодая гвардия» (и. Полянка, ул. Б. Полянка, 28. Тел. (495) 238-5001, 
780-3370)
«Дом научно-технической книги» (Ленинский пр-т, 40. Тел. (495) 137-6019) 
«Дом книги на Ладожской» (м. Бауманская, ул. Ладожская, 8, стр. 1.
Тел. 267-0302)
«СПб. дом книги» (Невский пр., 28. Тел. (812) 448-2355)
«100 ООО книг» (г. Екатеринбург, ул. Тургенева, 13. Тел. (343) 22-12-979)
Сеть магазинов «Дом книги» (г. Екатеринбург, ул. Антона Валека, 12.
Тел. (343) 253-50-10)
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Уважаемые читатели! Уважаемые авторы!
Наше издательство специализируется на выпуске научной и учебной 
литературы, в том числе монографий, журналов, трудов ученых Россий­
ской академии наук, научно-исследовательских институтов и учебных 
заведений. Мы предлагаем авторам свои услуги на выгодных эконом и­
ческих условиях. При этом мы берем на себя всю работу по подготовке 
издания — от набора, редактирования и верстки до тиражирования 
и распространения.

L I R S S

Среди вышедших и готовящихся к изданию книг мы предлагаем Вам следующие:

Привалов И. И. Интегральные уравнения.
Привалов И. И. Субгармонические функции.
Харди Г. Г., Рогозинский В. В. Ряды Фурье.
Харди Г. Г. Курс чистой математики.
Харди Г. Г. Расходящиеся ряды.
Харди Г. Г., Литлвуд Дж. И ., Полиа Г. Неравенства.
Полиа Г., Сеге Г. Изопериметрические неравенства в математической физике. 
Титчмарш Э. Введение в теорию интегралов Фурье.
Уиттекер Э. Т., Ватсон Дж. Н. Курс современного анализа.
Гелбаум Б., Олмстед Дж. Контрпримеры в анализе.
Беккенбах Э., Беллман Р. Неравенства.
Окстоби Дж. Мера и категория.
Голубов Б. И. Элементы двоичного анализа.
Голубов Б. И., Ефимов А. В., Скворцов В. А. Ряды и преобразования Уолша.
Лукашенко Т. П., Скворцов В. А ., Солодов А. П. Обобщенные интегралы.
Гливенко В. И. Интеграл Стилтьеса.
Сикорский Ю. С. Элементы теории эллиптических функций.
Хургин Я. И., Яковлев В. П. Финитные функции в физике и технике.
Лионе Ж.-Л. Некоторые методы решения нелинейных краевых задач.
Князев П. Н. Функциональный анализ.
Иосида К. Функциональный анализ.
Луговая Г. Д ., Шерстнев А. И. Функциональный анализ: Специальные курсы. 
Порошкин А. Г. Теория рядов.
Порошкин А. Г. Элементы теории множеств.
Шурыгин В. А. Основы конструктивного математического анализа.
Шурыгин В. А. Алгоритмическая теория обратимости операторов.
Эльсгольц Л. Э. Качественные методы в математическом анализе.
Гельфонд А. О. Вычеты и их приложения.
Гельфонд А. О. Исчисление конечных разностей.
Данфорд Я ,  Шварц Дж. Т. Линейные операторы. Общая теория.
Хинчин А. Я. Восемь лекций по математическому анализу.
Тарасов Л. В. Азбука математического анализа: Беседы об основных понятиях. 
Тарасов Л. В. Наглядно-практический курс геометрии для школьников. Кн. 1,2. 
Пантаев М. Ю. Матанализ с человеческим лицом, или Как выжить после предельного 
перехода: Полный курс математического анализа. В 2 т.

По всем вопросам Вы можете обратиться к нам: 
т е л .  + 7  (499) 7 24-25—45 (многоканальный) 
или элект р о н н о й  п о ч т о й  URSS@URSS.ru 
Полный каталог изданий представлен 
в и н т е р н ет -м а га зи н е :  http://URSS.ru

Научная и учебная 
литература
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