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ВВЕДЕНИЕ

Предмет аналитической геометрии заключается в исследова
нии геометрических форм с помощью алгебраического анализа. 
В различных отделах элементарной математики алгебра при
лагается к решению многих геометрических вопросов. Так, 
например, в геометрии с помощью чисел приходится опреде
лять длины отрезков и дуг, площади некоторых фигур, объёмы 
тел; в тригонометрии пользуются числовыми соотношениями 
для установления зависимостей между углами и отношениями 
отрезков. Но в то время как  в этих отделах математики с по
мощью анализа решается вопрос о размерах геометрических 
форм, в аналитической геометрии с помощью чисел характе
ризуется самая существенная их особенность—их положение.

Числа, определяющие собой положение геометрической фор
мы. называются её координатами . Способ ж е; с помощью кото
рого определяется положение геометрической формы; носит 
название способа или метода координат. Геометрические формы 
весьма разнообразны; и при построении аналитической геомет
рии естественно _мы должны принять одну какую-нибудь из 
форм за первичную; с помощью которой мы будем образовы
вать все остальные. Проще всего за такую начальную форму 
принять геометрическую точку. Тогда всякую другую геомет
рическую форму, например линию или поверхность, можно 
рассматривать как  геометрическое место точек.

Приняв за начальный элемент точку, мы должны прежде 
всего показать, каким образом определяется положение точки 
в пространстве с помощью чисел. В отчётливой форме метод 
координат был введён в науку  французским математиком Де- 
і*артом, который в 1637 г . в своём сочинении «La geomstrie» 
положил его в основу решения различных геометрических 
задач. В торая основная идея Д екарта заклю чается в устано
влении того, каким образом геометрические свойства линии 
отражаю тся на координатах точек, принадлежащих этой линии. 
Само собою разумеется, что в небольшом сочинении самого 
Д екарта, очень сжато написанном, его основные идеи ещё 
не получили значительного развития. Но плодотворные идеи 
Д екарта очень скоро нашли себе применение во всех отраслях
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математики и механики; благодаря работам Ньютона, Л ейб
ница; Л агранж а и др. они сделались весьма мощным орудием 
математического исследования.

П риступая к изложению аналитической геометрии, мы, ради 
удобства, делим весь курс на две части. В первой части мы 
будем заниматься исследованием плоских геометрических форм 
средствами алгебры, основанными на применении координат. 
Во второй части мы будем аналогично поступать с простран
ственными геометрическими формами.

Служебную роль в курсе имеет глава, посвящ ённая изло
жению теории определителей 2-го и 3-го порядков. Эта глава, 
равно как  и дальнейшие её приложения, может быть опущена.

В целях большей геометрической наглядности исходные 
уравнения плоскости и прямой в пространстве даны в вектор
ной форме. Соответственно с этим включена глава; в которой 
изложены необходимые сведения из векторной алгебры. Однако, 
учитывая потребности тех втузов; в которых при изучении 
аналитическоіі геометрии не проходится векторная алгебра, 
мы даём, параллельно векторному изложению теории плоско
сти и прямой, также и координатное*

Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я  

А Н А Л И Т И Ч Е С К А Я  Г Е О М Е Т Р И Я  
Н А  П Л О С К О С Т И

Г Л А В А  1

МЕТОД КООРДИНАТ

§ 1. П онятие о направленных отрезках. Рассмотрим неогра
ниченную прямую и две точки А  и В  на этой прямой. Эти две 
точки определяют отрезок А В  (черт. 1). В элементарной геомет
рии обычно рассматривают абсолютную длину отрезка А В , 
не делая различия между его началом А  и его концом і?; т. е. 
отрезки В  А  и А В  считают эквивалентными. Однако, во многих 
вопросах геометрии п механики
имеет значение не только абсолют- А В с
ная длина отрезка, но и его направле- ' 1 1
ние. Т ак , если рассматривать отрезок ч  а
как  путь, пройдённый движущейся
точкой, то отрезки А В  и В  А  будут различны, так как  они 
изображают два пути, равные по величине, но противополож
ные по направлению. Таким образом приходится рассматри
вать не только абсолютную длину отрезка, но и его направле
ние; последнее характеризую т знаком. Так, если мы условимся 
отрезок А В  считать положительным, то отрезок В А  будет 
отрицательным; причём

В А =  -  А В ,

т. е. при взаимной перемене начала и конца отрезка абсолютная 
его величина не изменяется, а знак изменяется на обратный. 
Когда имеется несколько отрезков на одной прямой; то для 
сравнения между собой их направлений выбирают на этой 
прямой определённое направление за положительное и счи
тают отрезки, откладываемые в этом направлении, положитель
ными, а в обратном—отрицательными. Т ак , например, на 
черт. 1 за положительное направление принято направление 
слева направо, указанное на чертеже стрелкой. В этом случае
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отрезок А В  считается положительным; а отрезок С В —отри
цательным. Неограниченная прям ая, на которой выбрано поло
жительное направление, назы вается осью.

§ 2. Сложение отрезков. Рассм атривая отрезки как  вели
чины относительные, мы установим правило их сложения. Будем 
рассматривать отрезок как  путь, пройденный движущ ейся точ
кой, и примем за сумму двух отрезков А В  и ВС  тот отрезок, 
на который смести гея точка в итоге непрерывного последова
тельного прохождения обоих слагаемых отрезков; другими сло
вами, чтобы получить сумму двух данных направленных отрез- 
ков, нуж но конечную точку первого отрезка совместить с на- 
чальной точкой второго; тогда начальная точка первого отрезка 
будет представлять начало отрезка-суммы, а конечная точка 
второго—конец отрезка-суммы, т . е.

А В  +  ВС =  АС  (1)

при любом положении трёх точек А , В , С на прямой. Считая,
в частности; С совпадающей с точкой А \ из соотношения (1)
получим:

А В -\-В А  =  А А  =  0, пли В  А — — А В ; (1')

как  мы условились ранее. Очевидно; из соотношения (1 ) следует, 
что если имеется на прямой ряд точек А; В \ С ; D, . . . ,  К , L . 
то отрезки между ними удовлетворяют соотношению:

A B  +  BC +  CD  +  . . . K L  — A L .

§ 3. Координаты  на прямой линии. Координатами точки 
называю тся такие числа, которые вполне определяют положе
ние точки; обратно, если задано положение точки; то эти числа 
являю тся вполне определёнными.

Посмотрим сперва, как  можно определить положение точки 
на прямой линии. Возьмём на этой прямой некоторую произ
вольную точку О (от латинского o rigo—начало), примем её

за начало всех откладываемых 
*— і на прямой отрезков и устано-

j* Ч у- вим положительное направле
ние на этой прямой, например 

ЧерТ 2 слева направо (черт. 2). Тогда
всякой точке Р  на прямой 

соответствует отрезок ОР  и, обратно, каждому отрезку ОР 
соответствует одна точка Р —конец этого отрезка. Очевидно, 
точкам, лежащим вправо от О, будут соответствовать положи -
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тельные отрезки, а точкам, лежащим влево от О, — отрица
тельные отрезки. Итак, положение точки Р  вполне определяется 
направленным отрезком О Р. Чтобы перейти от отрезков к чис
лам, выберем отрезок р  произвольной длины 8а единицу мас
штаба (черт. 2) и рассмотрим отношение отрезка ОР  к  отрезку, 
принятому за единицу масштаба:

і)Р
—  =  х;

при этом будем приписывать числу х  знак п ло с  в случае поло
жительного отрезка ОР  и знак минус в случае отрицательного 
отрезка ОР.

Это число х  есть алгебраическая мера направленного отрезка 
ОР  при выбранной единице измерения. Число х  вполне опре
деляет положение точки Р  на прямой и называется координа
той этой точки. Очевидно, точки Р', лежащие вправо от О, 
имеют положительные координаты; точки же; лежащие влево 
от О , — отрицательные; сама же точка О имеет координату, 
равную нулю.

§ 4. К оординаты  на плоскости. Чтобы определить положе
ние точки на плоскости, выбирают две взаимно перпендику
лярные прямые; называемые осями координат* точку их пере
сечения принимают за начало отрезков, от
кладываемых на осях, и называют началом 
координат  (черт. 3). Кроме того, одно из 
двух возможных направлений каждой оси 
считают положительным, противоположное 
же направление—отрицательным. Обыкно
венно на горизонтальной оси координат; 
называемой осью абсцисс, положительным 
направлением считается направление еле- Черт. 3. 
ва направо; на вертикальной оси, назы
ваемой осью ординат ,—направление снизу вверх. Д л я  крат
кости ось абсцисс называют осью х-ов\ ось ординат— 
осью у-ов.

Наконец, примем определённый отрезок еа единицу мас
штаба. Тогда положение всякой точки М  плоскости опреде
ляется двумя числами,—координатами этой точки. А именно, 
всякой точке М  соответствуют на осях координат две точки 
Р  и Q, являющ иеся её проекциями на эти оси, и обратно, зная 
точки Р  и Q на ооях, можно построить единственную точку М  
на плоскости, для которой Р  и Q являю тся проекциями на оси. 
Таким образом, определение положения точки М  плоскости
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сводится к определению положений её проекций Р  и Q, леж а
щих соответственно на постоянных осях Ох и Оу.

Мы уже знаем, что положение точки Р  прямой Ох вполне? 
т. е. однозначно; определяется одним числом х ,  представляю 
щим собою количество единиц масштаба в отрезке ОР, причём 
это число х  положительно, если точка Р  лежит вправо от О, 
и отрицательно; если точка Р  лежит влево от О. Это число х; 
координата точки Р —проекции М  на ось абсцисс;—является 
первой координатой точки М  и называется её абсциссой.

Совершенно так ж е положение точки Q, другой проекции 
точки М , лежащей на осп у -ов; вполне; т. е. однозначно; опре
деляется числом у ; представляющим собою количество единиц
масштаба в отрезке OQ ; причём это число у  берётся положи
тельным, если точка Q лежит вверх от О, и отрицательным, 
если она лежит вниз от О. Число у , координата точки Q —проек
ции М  на ось ординат,—является второй координатой точки М  
и называется её ординатой.

Оси делят плоскость на четыре части; называемые квадран
тами. Часть между -{-Ох и -{-Оу есть I квадрант; между -{-Оу 
и — Ox II квадрант; между —Ох и —Оу I I I  квадрант и между 
— Оу и -{-Ox IV  квадрант. Д л я  всех точек в I квадранте вбе 
координаты х  и у  положительны; т. е. больше н уля (знак >  
означает больше; знак < — меньше); для точек во II квад
ранте ж <  О, у  >  0; в I I I  квадранте ж <  0, у  < 0  и в IV квад
ранте х  >  0, у  <  0. Если точка М  лежит на оси Ох  (совпадает 
с Р ), то; очевидно, её ордината у  равна нулю; если точка М  
лежит на оси Оу (совпадает с Q), то её абсцисса х  равна нулю; 
если же М  находится в начало координат О ; то обе её коор
динаты х  и у  равны нулю.

Описанный способ определения положения точки плоскости 
с помощью чисел называется способом или методом координат. 
Это — не единственный возможный способ координат для опре
деления положения точки; но он является простейшим из всех 
возможных; и мы в дальнейшем им преимущественно будем 
пользоваться.

Координаты, которые применяются здесь для определения 
положения точки, называются прямоугольными координатами, 
так как точка М  является пересечением двух прямых Р М  и 
Q M , встречающихся под прямым углом; а такж е декартовыми, 
по имени Д екарта; который в 16-37 г. опубликовал первый 
труд по аналитической геометрии. Из описанного метода коор
динат вытекает решение двух основных задач.

З а д а ч а  I.  По данной точке М  определить её коорди
наты.
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Из данной точки М  опускаем перпендикуляры на оси Ох 
и Оу. Подошвы эти перпендикуляров—точки Р  и Q, называемые 
проекциями точки М  на оси, определят обе искомые координа
ты. П ервая координата точки М , её абсцисса, получится, если 
число х  единиц масштаба, содержащихся в отрезке ОР, взять 
со знаком +  или —■; смотря по тому, лежит ли точка Р  вправо 
или влево от О. В торая же координата точки М , её ордината, 
изобразится числом у  единиц масштаба в отрезке OQ, причём у  
нужно взять с пли —, смотря по тому, лежит ли точка Q 
вверху или внизу от О.

З а д а ч а І І .  Зная координаты х  и у  точки М , построить 
точку М .

Отклады вая по оси Ох отрезок О Р, равный х  единицам 
масштаба (вправо, если х  положительно, и влево, если х  отри
цательно), получим точку Р —проекцию искомой точки на ось 
Ох; отклады вая по оси Оу отрезок OQ, равный у  единицам 
масштаба (вверх, если у  положительно, и вниз, если у  отри
цательно), мы получим точку Q —проекцию искомой точки на 
ось Оу. Зн ая  же Р  и Q, легко по этим точкам, как  проекциям, 
построить искомую точку М . Д л я  этого нужно провести через 
Р  и Q прямые, параллельны е осям координат: в пересечении 
этих прямых получится искомая точка М . Из этого построения 
видно, что по данным координатам х а  у  точка М  определяется 
однозначно.

П р и м е р .  По координатам ( — 2, — 3) построить точку.
Откладываем на оси Ох  влево от О отрезок ОР, равный 2 единицам 

масштаба, и получаем точку Р — проекцию искомой точки на ось Ох; от
кладывая по оси Оу вниз от О отрезок OQ , равный 3 единицам масштаба, 
получим точку Q— проекцию искомой точки на ось Оу. Проведя через Р  
и Q прямые параллельно осям координат, в пересечении их получим иско
мую точку.

З а м е ч а н и е .  При решении этих основных вадач не 
является необходимым определять обе проекции точки М , до
статочно определить одну, например проекцию на ось абсцисс— 
точку Р .  Т ак , в задаче I опускаем из данной точки М  перпенди
куляр  па ось абсцисс. Его основание Р  определяет проекцию 
точки М  на эту ось. Измеряем отрезок ОР  с помощью единицы 
масштаба и получаем абсциссу ж данной точки. Чтобы получить 
её ординату, измеряем той же единицей масштаба отрезок Р М  
(вместо OQ при первом решении, так как  из черт. 3 OQ =  Р М ).

Д л я  решения задачи I I ,  построения точки по данным коор
динатам х а  у ,  например:

х — — 2, у = — 3,



откладываем влево от О по оси абсцисс отрезок ОР, равный 
2 единицам масштаба; через полученную точку Р  проводим 
прямую, параллельную оси ординат, и на ней откладываем 
вниз от Р  отрезок Р М , равный 3 единицам масштаба; конец 
этого отрезка и есть искомая точка М , (Это ясно из черт. 3, 
так как  OQ =  P M .)

§ б. Основные задачи. Изложенный здесь метод координат 
приложйм к решению многих задач.

З а д а ч а  I.  Определить расстояние меж ду двумя данными 
точками.

Д ана система координат (черт. 4 ). Пусть А  будет точка 
с координатами х 1 и у , ,  или, кратко, А (х г, У і). Пусть В (хг, у 2) 
будет другая точка. Тогда длина отрезка А В , т. е. расстояние 

d между точками А  и В) имеет вполне опре
делённое значение.

Посмотрим, как  d выразится через ко
ординаты данных точек. Н а черт. 4 имеем:

-X)
OP =  х и  Р А  =  у и  

О Р' =  х г, Р ГВ  =  у ѵ

Проводим из точки А прямую п араллель
но оси абсцисс до пересечения в точке С с ординатой Р 'В .  
Из прямоугольного треугольника АС В  следует:

d* =  AC2 +  C B \

Т ак как при любом положении точек Р  и Р '  имеет место равен
ство:

О Р + Р Р ' = д Р ' ,
то

Р Р '=  0 Р І - 0 Р  =  Х1- Х ІІ 

П роектируя точки А и В  на ось Оу, аналогично найдём: 

Q Q '= O Q '- O Q  =  y , - y i .

Заметив, что

АС =  ІР Р '\  =  \ х і - х 1\ и С В = \ Щ \  =  \ У і- У і\, 

получим:
d* =  \ х х~ -х х \г +  \ у Л- Уі\*,

14

Или

откуда
* і) '+ ( У .  — У i f ’ 

d  =  V  (ж2 — * 1  У  +  ( У г - У і У > ( 2 )

т. е. расстояние меж ду двумя данными точками равно корню 
квадратному из суммы квадратов разностей соответственных 
координат этих точек.

П р и м е р .  Найти расстояние между точками (3, 4) и (6, 0):
Искомое расстояние вычисляется по только что выведенной формуле. 

Здесь х 1= 3 ,  у , =  4; x.z=&, j/a=  0. Получаем:

d =  / ( t i  — 3 )2 +  ( 0 - 4 ) г =  / 9 +  16 =  1 /2 5  =  5.

В частности, расстояние точки М  (х, у )  от начала коорди
нат О (0 , 0 ) определится согласно формуле (2 ) так:

d =  l / V  +  y2. (3)
З а д а ч а  I I .  Найт и координаты точки М , делящей дан

ный отрезок А В  в данном отношении.
Обозначая через х ѵ у ,  координаты данной точки А ,  через 

х 2, у  2 координаты другой данной точки В ,  определим коорди
наты х , у  искомой точки М , делящей у 
отрезок А В  в данном отношении X, т. е. 
так , что

A M
M B ' = Х. (4)

м.

Р S  Р

Черт. 5.

Г *
Пусть Р , S , Р '  суть проекции точек 

А , М , В  на ось Ох (черт. 5). Из черт. 5 
следует, что A M  : M B = P S : S P ' , так как  
отрезки двух прямых, заключённые между параллельными п ря
мыми, пропорциональны. В силу условия (4) эта пропорция 
заменится равенством:

P S

?S<
=  Х, (5)

Т ак как  при любом положении точек Р , S , Р ' на оси Ох 
имеют место равенства:

OS =  OP +  P S  и OS +  S P ' =  O P ’,
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то

FS =  O S - O P  =  x - x 1 и S P i =  6 P 7- O S  =  x i - x .  

Следовательно, равенство (5) примет вид

£ ^ ‘. =  Х,
х 2 —  х

откуда
х  — ж2 =  Х (ж2 — ж), или ж — ж, =  Хж2 — Хж,

т. е.
ж - f  Хж =  жх +  Хж2.

Вынося в левой части ж за скобку, получим: 

ж(1  + Х ) =  Ж! +Х ж „
и, наконец:

(б)

Чтобы получить ординату у  искомой точки М , нужно проек
тировать точки А , М , Б  на ось ординат; аналогично предыду
щему получим: ------

ѵ _ Ѵ і  + *Уг (7)
У -  Г+ х *  ̂ ;

П олагая в формулах (6 ) и (7) Х =  1, найдём координаты се
редины отрезка:

, - а + * .  (8)

т. е. координаты середины отрезка равны полусуммам coomeem-w 
ствеиных координат его концов.

П р и м е р .  Найти координаты точки М ,  делящей отрезок между точ
ками Л (1, 2) и В  (— 1, 4) в отношении 1: 2.

1
Здесь x l =  1, у 1=  2, я2=  — 1, 1/г= 4  и А =  у . Следовательно:

1 + і - < - 1 ) t  « + ! • *  ,

* —

З а д а ч а  I I I .  Определить площадь треугольника по коор
динатам его вершин, если одна из вершин находится в начале 
координат.
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Пусть дан треугольник О А В , одна из вершин которого 
находится в начале координат О (0 , 0 ). а две других суть 
А { х и  Уі) и Я (ж 2, у 2) (черт. 6 ).

Проведём через точки А  и В  прямые, параллельные осям 
координат, и вспомогательную линию О М . Из черт. 6 следует:

2 пл. Д  Л/ИВ =  пл. A F B M ,
2 пл. Д  М В О  =  пл. M BG1I,
2 пл. Д  МОА — пл. M K L A .

Поэтому, если S  есть площадь искомого 
треугольника О А В , то мы имеем:

25 =  2 пл. д  М А В  +  2 пл. д  М В О  +
+  2 пл. д  М ОА  =

=  пл. A F B M  +  пл M BG H  +  пл. M K L A  =
?= пл. OLFG — пл. О КМ Н .

Т ак как  площадь OLFG  =  OL ■ OG =  х ху г и площадь О К М Н  =  
=  О К  ■ ОН — х^у ,, то

откуда
25 х , у г

1
5  =  7 (*іУ2 - х гУі), (9)

Выражение в скобках ж1у 2 — ж2уа сокращённо принято запнм
сывать в виде

1 У 1
2 У*

іі называть определителем1). Д л я  его вычисления нужно числа, 
стоящие в таблице между чертами, перемножить по диагона
лям таблицы и второе произведение ж2у 1 вычесть из первого 
Хі У2. Итак,

Х1 У1 

х * Уг
(9')

З а м е ч а н и е .  Площадь 5 , вычисленная по этой формуле, 
может оказаться отрицательной, так как  знак  5  изменится, 
если переставить вершины А и В .  Поэтому, считая площадь 
положительной, нужно записать формулу (9) так:

Уі
Уг

7Р 1 (9-)

1) Подробнее об определителях будет изложено позднее, в главе VI. 

2 Привалов 17 XV



беря в этой формуле знак -+- и ла , смотря по тому, будет ли 
определитель положительным или отрицательным.

На чертеже можно убедиться, что определитель всегдаУі\
У 2 I

будет положительным, если обход вершин треугольника О АВ ,  начиная от 
точки О и затем последовательно через точки А  (ж,, у ,) и В  (х,,  у г)у совер
шается в направлении, противоположном направлению вращения часо
вой стрелки.

При решении этой задачи мы ограничились частным случае м, 
когда одна из вершин находится в начале координат. Прежде 

д чем рассмотреть общий случай любого поло
ж ения всех вершин, мы обратимся к реше- 
нию следующей задачи.

З а д а ч а  IV.  Зная координаты точки 
относительно некоторой системы осей, най
ти координаты той же точки относительно

—  jl— новой системы, оси которой параллельны
преж ним осям.

ЧеРт- Пусть дана система осей координат хОу
и пусть относительно этой системы коор

динаты некоторой точки М  суть х ѵ іу .  Возьмём другую систему 
координат х 'О 'у г, оси которой О 'х '  и О 'у ' параллельны  соот
ветственно осям Ох и Оу (черт. 7). Координаты точки О '—- 
нового начала по старой системе—пусть будут а и Ь. Спраши
вается, как  связаны между собой координаты точки М  по ста
рой и новой системам?

Обозначая через х ' , у '  координаты точки М  по новой 
системе, а з  черт. 7 находим:

ОР =  ОА +  А Р  =  ОА +  СУР',
или

х  =  а - \-х '.  (10 )

Совершенно так же, проектируя точки О ’ и М  на ось ординат, 
найдём:

У =  Ь +  1/. (10')

Эти формулы позволяю т, зная х ' ,  у ' ,  найти х  и у .  Чтобы,
обратно, зная х , у ,  найти новые координаты х ' , у ' , нужно
разреш ить уравнения (10) и (10 ') относительно х ’ , у ’. Будем 
иметь:

х ' =  х  — а , ,  у '  =  у  — Ь. у  (И )

Итак, новая координата равна старой минус координата 
нового начала по старой системе.

П р и м е р .  Координаты точки суть (3, 2). Найти координаты той же 
точки относительно новой системы, оси которой параллельны старым 
осям, а начало находится в точке О'  (— 1,1).

Здесь х  =  3, у  =  2, а = — 1, 6 =  1. Следовательно:

х '  =  х  —  а =  3 +  1 =  4, у '  — у  —  6 = 2  — 1 = 1 .

З а д а ч а  V. Определить площадь треугольника по коор
динатам его вершин при любом положении вершин.

П ользуясь эадачей IV, можно решить задачу о площади 
треугольника при любом положении его вершин. Обозначим 
координаты вершин А , В  и С треугольника соответствен
но через х ѵ у{, х 2, у 2, х а, у3. Рассмотрим у 
вспомогательную систему осей, п ар ал 
лельных данным осям, с началом в точ
ке С и определим сначала координаты 
вершин относительно этой новой систе
мы (черт. 8 ).

Вследствие формул (И )  имеем следую
щие значения для координат точек А , В  Q 
в новой системе:

Черт. 8.
А { х 1- х а, у . — у ,), В { х а- х а, у а- у а).

Следовательно, по формуле (9") задачи I I I  площадь треуголь
ника А Б С  будет равна: *

*

У і - У з  
У з -У з

ИЛИ

S  =  ± j j  [(ж, -  х а) (у2 -  у 3) -  (ж2 -  х а) {у, -  у а)\.

( 1 2 )

(12')

В формуле (12) нужно взять знак +  или —, смотря по тому, 
будет ли определитель положительным или отрицательным.

П р и м е р .  Определить площадь треугольника A B C ,  вершины кото, 
рого суть А (1, 2), В  (— 2 ,3 ) ,  С (0 ,5 ) .

Здесь г , =  1, у 1=  2, ж2= — 2, у 2= 3 ,  ж3= 0 ,  у8=  5; Следовательно, 
по формуле (12') площадь треугольника A B C  равнаі

S  —  ±~-|- [(1 — 0) (3 — 5} — ( — 2 — 0) (2 — 5)] =  4 кв. единицам.

Если три точки А , В , С леж ат на одной прямой, то тре
угольник ABC  обращается в отрезок и имеет площадь, равную 
нулю, т. е. 5  =  0. В этом случае формула (12 ') для S  обратится 
в равенство

0 =  ±  4  [ [хх -  х а) (у2—  у а) -  (х г -  х а) (у 2 -  Уз)],
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или
(*1 -  *.) {у2 ~  У ,)  =  I х * -  *.) (Уі -  У ,) ,

что можно записать в виде пропорции:

ж і  х з    У \  Уз  ( 1 3 1
х 2— х 3 ~  у г — у 3 ' '  1

Последнее равенство связывает координаты трёх точек А , 
В , С тогда и только тогда, когда эти точки лежат на одной 
прямой. Следовательно, написанная пропорция выражает усло
вие, при котором три точки леж ат на одной прямой.

П р и м е р  1. Узнать, лежат ли точки А  (1, 2), В (2, 3), С (3, 4) на 
одной прямой.

Здесь х 1= 1 ,  у1= 2 ,  ж3= 2 ,  2/г= 3 ,  я3= 3 ,  j/3= 4 .  Условие (13)

обращается в т. е. 2 = 2 , и, следовательно, удовлетво-
2. О О'  4

ряется. Таким образом, три данные точки лежат на одной прямой.
П р и м е р 2. При Каком условии точки A  (хх, у х), В  (х2, у г) и на

чало координат лежат на одной прямой?
Здесь координаты третьей точки ха, у3 равны нулю, и условие (13) 

переходит в равенство;

£ і_ У і 
« а  У  а ’

т. е. две точки лежат на одной прямой с началом координат тогда, когда 
их координаты пропорциональны.

§ 6 . О направленных углах. Понятие об угле между двумя 
направлениями аналогично понятию отрезка между двумя точ
ками. Подобно тому как  при рассмотрении отрезка мы обра
щаем внимание не только на его абсолютную величину, но и 
на его направление, характеризуемое знаком, точно так же 
и при операциях с углами мы будем обращать внимание на 
их абсолютную величину, а затем на их знак, показывающий 
направление отсчёта. Абсолютная величина угла измеряется 
либо в градусной, либо в дуговой мере. В градусной мере 
за единицу угла принимается центральный угол, опирающийся 
на одну трехсотшестидесятую часть окружности; в дуговой же 
мере за единицу угла принимается центральный угол; опираю
щийся на дугу длины, равной радиусу.

Этот угол; принимаемый за единицу, называется радианом 
и равен приблизительно 5 7 °1 7 '4 5 " . З а  величину угла между 
двумя направлениями принимается число, показывающее, 
сколько раз радиан уклады вается в данном угле, т . е. отно
шение данного угла к  углу , принятому за единицу измерения. 
Т ак  как  uft элементарной геометрии известно, что центральные
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углы относятся как  соответствующие им дуги, то величину 
угла мы получим, если длину соответствующей ему дуги 
окружности разделим на длину радиуса этой окруж 
ности. Таким образом, дуговая мера прямого угла равна
дуговая мера угла в 180° равна тс, и т. д. Вообще, между гр а 
дусной и дуговой мерами существует простое соотношение: если
дуговая мера угла в п° обозначена через х ,  то х  =  ^ ,  откуда

180 п =  —  х .
' я

В дальнейшем, если не оговорено противное, углы будут 
измеряться в дуговой мере.

Обратим теперь внимание на знак угла. Условимся пони
мать под углом (г1( ( 2) между двумя направлениями (ZJ и ((2) 
на плоскости (черт. 9) тот угол, на 
который нужно повернуть в сторону, 
обратную движению часовой стрелки, 
направление ( І г), чтобы оно совпало
с ( ( 2). Отсчитываемый таким образом r t
угол будем считать положительным. 5
Если угол отсчитывается в обрат- Черт. 9.
ном направлении; т. е. по движе
нию часовой стрелки, то будем его считать отрицательным.

Одному и тому же углу можно приписать бесчисленное 
множество значений; потому что направление ( І х) не изме
нится, если мы его повернём на целое число полных оборотов 
в ту или другую сторону. Очевидно, одно из этих значений 
можно всегда выбрать так; чтобы оно было неотрицательным 
и меньшим 2 тг.

Обозначив это значение через ш, будем иметь вообще

( І х, 1г) =  ш +  2 к к ,

где к  есть любое целое число—положительное, отрицательное 
или нуль.

§ 7. Основные положения теории проекций. Проекцией 
точки М  на данную прямую (ось проекций) называется осно
вание т  перпендикуляра; опущенного из М  на ось проекций 
(черт. 1 0 ).

Пусть установлено положительное направление на оси про
екций и на прямой, на которой расположен некоторый отрезок 
А В .  Проекцией отрезка А В  на ось назовём геометрическое 
место проекции т  точки М \ описывающей данный отрезок 
(черт. 1 1 ). . *
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Из этого определения следует, что проекция отрезка А В  на 
ось есть отрезок ab, заключённый меж ду проекциями начальной 
точки А  и конечной точки В данного отрезка.

Обозначим через а угол между положительными направле
ниями оси проекций и 
прямой; на которой ле
ж ит отрезок А В .

Т е о р е м а . П  роек- 
ция отрезка равна про
изведению прогктируе- 

Черт. 10. Черт. 11. мого отрезка на косинус
угла  а меж ду полож и

тельными направлениями оси проекций и прямой, на которой 
дан отрезок, т . е.

a b - А В  сова, (14)

где отрезки ab и А В  выражаются полож ительными или отри
цательными числами, смотря по их направлению.

Л егко видеть, что если а — острый угол, то проекция и дан
ный отрезок имеют одинаковые знаки; если же а — тупой угол, 
то знаки их противоположны (черт. 12, 13).

I

J k —---I сI II
S   й~

Черт. 12. Черт. 13.

Д л я  вывода формулы (14) проведём через точку А  прямую, 
параллельную  оси проекций; и пусть С есть точка пересечения 
её с прямой ВЬ. В прямоугольном треугольнике A B C  острый 
угол при А  равен а, если а — острый угол (черт. 12), и равен 
тс — а, если а — тупой (черт. 13). Следовательно, или

созЛ  =  со за , /
или

cos А  =  cos (тс — а) =  — 3os а;
в обоих случаях

cos А =  I cos а |.

Из прямоугольного треугольника AB C  получим:

I ab I =  I А В  cos А ,
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И так, мы доказали, что абсолютные значения ab и А В  cos а 
совпадают; но, очевидно, эти значения совпадают и по знаку, 
так как  если а—острый угол, то cos а положителен п при этом 
знаки отрезка и проекции одинаковы; если же а — тупой угол, 
то cos а отрицателен, но зато отрезок и его проекция имеют 
разные знаки. Отсюда вытекает справедливость формулы (14).

Возьмём теперь произвольную ломаную линию A B C D E F , 
на которой установим положительное направление (черт. 14). 
Чтобы получить проекцию этой ломаной на ось, заставим 
точку М  описать последовательно все звенья ломаной, от 
начальной точки А  до конечной точки F . При этом проекция

С' О

Черт. 14. Черт. 15.

точки М  — точка т  — переместится ца оси из точки а — проек» 
ции точки А ,  в точку /  — проекцию точки F .  Отсюда есте
ственно понимать под проекцией ломаной линии на ось 
отрезок на этой оси, заключённый между точками а и / .  Итак, 
проекция ломаной линии  на ось есть отрезок af этой оси, 
заключённый меж ду проекциями начальной точки А ломаной 
и конечной её точки F ,

Очевидно, проекция ломаной линии  равна сумме проекций 
сё звеньев. В самом деле:

a f =  ab be tJ- cd rf- de +  ef,
или

up. {ABCDEF) =  n p .(A B )-f- np. (BC) 4r 
+  np. (CD) +  np. (D E) +  np. (EF). (15)

Д алее ясно, что проекции двух ломаных линий  с общими 
концами равны меж ду собой (черт. 15); в частности, проекция  
воманой линии  равна проекции замыкающей прямой  (черт. 16).



Если ломаная ли ни я  замкнут ая, т. е. её начало икойец  совпа
дают, то ее проекция равна нулю.

Все изложенные в этом параграфе положения теории проек
ций на плоскости легко переносятся на пространство. В этом 
случае проекцией точки М  пространства на ось называют 
точку т , получаемую в пересечении оси с перпендикулярной 
к ней плоскостью, проходящей через точку М  (черт. 17).

П роекция отрезка А В  на ось, по определению, есть отре
зок этой оси аЬ, заключённый меж ду проекциями начальной 
точки А и конечной точки В  (черт. 18).

Черт. 17. Черт. 18,.

Теорема о проекции отрезка остаётся в силе и в этом 
случае, т. е.

ab =  A B  соз а, (14)

где а есть угол между положительными направлениями оси 
и той прямой, на которой леж ит отрезок.

Д оказательство этой теоремы для случая пространства сво
дится к теореме на плоскости, если через точку А  провести 
вспомогательную ось параллельно данной оси и заметить, что 
проекция отрезка на вспомогательную ось равна его проекции 
аЬ на данную ось.

П роекция ломаной линии  на ось есть, по определению, 
отрезок этой оси, заключённый между проекциями начальной 
и конечной точек ломаной (черт. 19). Отсюда следует:

1 . Проекция ломаной ли нии  равна сумме проекций её звеньев.
2 . Проекция ломаной ли нии  не зависит от её формы, а зави

сит лишь от полож ения начальной и конечной точек.
3. Проекция ломаной линии  равна проекции замыкающей.
4. П роекция замкнутой ломаной линии  равна нулю .
В заключение рассмотрим зависимость между проектируе

мой площадью и её проекцией на какую -либо плоскость. Если 
площадь А , расположенную в одной плоскости, спроектировать
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на другую плоскость, то проекция В  выразится формулой

В  =  A  cos tp,

где tp есть угол между обеими плоскостями.
Чтобы это доказать, разделим площадь А  на прямоуголь

ники двумя системами прямых, соответственно параллельных 
линии MJV пересечения плоскостей и перпендикулярных к 
ней (черт. 20). Пусть а и Ь — стороны одного из этих прямо
угольников, причём сторона Ь параллельна линии M N . Этот 
прямоугольник в проекции даст прямоугольник со сторонами

Ъ' =  Ь, а ’ =  а costp и площадью a 'b '  — ab cos<p. Рассмотрим 
сумму площадей проекций всех прямоугольников:

2  й'Ь' — V  аЪ cos tp =  cos <р ab.

Уменьш ая стороны этих прямоугольников и переходя к 
пределу в предположении, что стороны стремятся к нуліо, 
получим В =  A  cos <р, что и нужно.

Упражнения ')

- 1 .  Построить точки, определяемые в данном масштабе координа
тами:

ж = 2 , т/ =  5; х =  —  3, у  =  0; ж =  3, ! / = — 4;
х =  0, у  —  \ \  х  =  Э, 2/ = — 3; х = у г 2, у = 1 .

2 . Дана точка, определяемая координатами х  =  5, у — — 2. Найти 
координаты точки, симметричной с данной относительно оси абсцисс.

3 . Найти точку В , симметричную точке А  (2, — 4) относительно биссе
ктрисы координатного угла.

4 . Если координаты точки Л , суть х  =  а, у =  Ъ, то каковы координаты 
точки Л 2, симметричной точке Л , относительно оси абсцисс?

1) Ответы к упражнениям помещены в конце книги; к упражнениям, 
номера которых помечены звёздочкой, даны решения.



5 . Если координаты точки А х суть х  =  а, і / =  ь, то каковы координаты 
точки А,,, симметричной точке А х относительно оси ординат?

6 . Если координаты точки А х суть х  =  а, у  =  Ь, то каковы ко
ординаты точки А 2, симметричной точке А х относительно начала ко
ординат?

7. Показать, что если координаты точки А х суть х±=а, у = Ъ , ю  коор
динаты точки А 3, симметричной точке А х относительно биссектрисы коор
динатного угла, суть х  = Ь ,  у  — а.

8 . Дан квадрат со стороной, равной 2 единицам масштаба. Чему 
будут равняться координаты вершин этого квадрата, если оси координат 
наппдвить но каким-нибудь двум из его непараллельных сторон?

Дан квадрат, сторона которого равна 2 единицам масштаба. Чему 
будут равняться координаты его вершин, если оси координат направить 
но диагоналям этого квадрата?

Vj іЮ. Дан ромб, сторона которого равна 5 единицам масштаба, а одна 
из диагоналей 6 единицам. Чему будут равняться координаты его вер
шин, если оси координат направить по диагоналям этого ромба?

1 1 . Найти координаты вершин правильного шестиугольника, сторона 
которого равна а, при условии, что начало координат помещено в центре 
шестиугольника, а ось абсцисс проходит через две противоположные его 
вернжны.

Точка, двигаясь прямолинейно, переместилась из точки Д (  — 3, 
— 2) в точку В  (4, 5). Определить величину пройденного пути и угол 
наклона (<р) траектории точки к оси абсцисс.

13. Определить положение точки, которая, выйдя ив точки -4(3, 2), 
переместилась на 12 единиц масштаба по прямой, образующей угол в 60° 
с осью абсцисс.

-1 4 . Доказать, что треугольник, вершинами которого служат точки 
Д (3_2), В  (6, 5), С (  1, 10),-—прямоугольный, 

ф J Найти периметр треугольника с вершинами Д  (2, 3), В  ( — 3, 3),
С (0, — 1).

.16 . Найти длины медиан треугольника с вершинами Д (2, 1). 
В  ( - 2, 3), С (0, 3).

•1 7 . Провести отрезок от точки ( 1 , - 1 )  до точки ( — 4, 5). До какой 
точки нужно продолжить его в том ж е направлении, чтобы его длина 
утроилась?

• Найти на оси абсцисс точку, которая отстоит на одинаковом
расстоянии от начала координат и от точки ( — 5, 3).

*19. Найти точку, находящуюся на равных расстояниях от осей коор
динат и от точки (3, 6).

V 20. Найти точку, находящуюся на расстоянии 10 единиц масштаба 
от оси абсцисс и от точки (— 5, 2). _

<gj*. Найти точку В ,  симметричную точке Д  (4, 2 | / 3 )  относитель
но прямой, проведённой из начала координат под углом в 60° к 
оси Ох,

.«Й2у Расстояние между точками (л, 5) и ( — 2, у) делится в точке (1, 1) 
нопбйлм. Найти эти точки.

Разделить отрезок между точками (0, 2) и (8, 0) в таком же 
отношении, в каком находятся расстояния этих точек от начала ко
ординат.

> 2? . Две вершины треугольника даны координатами ж= 3 ,  у =  7 и 
х  = — 2, у  =  Ь. Найти третью вершину при условии, чтобы середины 
проходящих через неё сторон лежали на осях координат.

25. Основание треугольника равно о, высота равна h и одна из двух 
других сторон равна Ъ. Принимая основание и высоту за оси координат, 
найти координаты середины третьей стороны.
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"~26*. Определить точку пересечения медиан треугольника, вершины 
котшдпо суть Д  (1, 2), В  (0, 5), С ( — 2, 3).

Вершины треугольника суть (5, 0), (3 ,— 8), (1 ,— 4). Найти точки, 
в которых медианы его делятся на три равные части.

(2&/ Определить координаты центра тяжести треугольника через коор- 
ди н |2бл его вершин. 

yj <29j Показать, что если система состоит из п материальных точек 
А і (^ТГ?/і), Д 2(х2, у г), . . . ,  А„ (хп, у п), в которых сосредоточены соответ
ственно массы т х, т г, то3, . . . ,  т в, то координаты центра тяжести этой 
системы определятся формулами

_  х хт х +  x j n 2 +  . ■. +  х„т„ _  у хт х +  у 2т 2 +  . . .  +  у„т п
■ Х —  т х +  т 2 +  . .  . + т п ' т х +  т 2+  . . .  + т п

80. Координаты "точки суть (1, 2?. Найти координаты этой точки 
относительно новой системы координат, оси которой параллельны прежним 
осям и начало которой имеет координаты (0, 3) относительно старой 
системы.

81. Координаты точки относительно некоторой системы координат 
суть х  =  — 1 , у  =  1. Чему будут равняться координаты той же точки, если 
система координат будет перемещена так, что направления осей останутся 
прежними, а начало координат совпадёт с одной из точек (3, 4), ( 3 , - 4 ) ,
( — 3; 4), ( - 3 , - 4 ) ?

82. Относительно двух систем координат, имеющих одни и те же 
направления осей, координаты некоторой точйи суть (9, — 5) и (0, 12). 
Чему равняются координаты начала каждой из этих систем относительно 
другой?

33. Как изменятся координаты какой-нибудь точки, если ось абсцисс 
примем за ось ординат, а ось ординат— за ось абсцисс?

84. Как изменятся координаты какой-нибудь точки, если направле
ние одной или обеих осей координат изменится на противоположное?

85. Две системы координат имеют одинаковые направления осей, но 
разные начала. Зная, что одна и та ж е точка определяется относительно 
этих систем координатами (8 , — 3), ( — 2, — 7), найти относительно каждой 
системы координаты середины расстояния между началами.

36. Определить площадь треугольника с вершинами в точках А  (0, 1),
В  (3, 4), С ( - 1, - 1 ) .

37*. Вывести формулу (12) (стр. 19) площади треугольника по коор
динатам его вершин, не прибегая к переносу начала координат в одну 
из вершин треугольника.

- 88. Узнать, лежат ли точки (2, 3), (5, 7), (11, 15) на одной прямой.
39. Определить величину и направление силы Р,  зная, что её соста

вляющие по осям координат соответственно равны Р х =  5, Р ^ — 12 .
40. Даны точки А  [хх, у х) и В ( х 2, у г). Найти величины проекций 

отрезка А В  на оси координат.
41*. К одной и той же точке приложены силы Р, Q, S , причём соста

вляющие по обеим осям координат с у т ь Р ж= 3 ,  Ру =  8; Qx =  4, Qy =  6;
S  = 5 , S , .=  — 5. Найти величину равнодействующей этих сил. 

х 42*. При каком условии точка М  (х, у) находится на окружности 
радиуса г с центром в начале координат?

43. При каком условии точка лежит: а) на биссектрисе угла между 
осями, Ь) на биссектрисе угла, смежного с ним?

44*. При каком условии точка М  (х, у) находится на окружности 
радиуса 3 с центром в точке ( — 1 , 2)?

45. Каково геометрическое место точек (ж, у), координаты которых 
удовлетворяют условию х- -\-у'- =  4? ^ У і  Р



Г Л А В А  II

ПРЯМ АЯ Л ІІП ІІЯ

§ 1. Нормальпос уравнение прямой лпппп. Положение пря
мой линии на плоскости будет вполне определено, если будут 
заданы её расстояние от начала координат р, т. е. длина пер
пендикуляра, опущенного из начала координат на прямую, 
и угол а между положительным направлением оси Ох и напра
влением этого перпендикуляру (черт. 2 1 ).

Когда точка М  с координатами х  и у  движется по прямой, 
то её координаты, изменяясь, остаются всё время связанными 
между собой некоторым условием. Посмотрйм, каково это 
условие. Построим на чертеже координаты произвольной точки 
М  прямой линии: O R =  x , R M  =  у . Рассмотрим ломаную линию 
O R M P . Возьмём её проекцию на направление ОР. Заметив, 
что проекция ломаной на какую-либо ось равна проекции её 
замыкающей (гл. I ,  § 7), будем иметь:

n v .(O R M P ) =  np .(O P ). (1)

С другой стороны, известно, что проекция ломаной линии равна 
сумме проекций её звеньев (гл. I, § 7), следовательно, равен
ство (1 ) перепишется так:

п р .(0 /? )4-п р .( /ІД /)  +  пр. (М Р ) =  пр.(СЛР). ( 1 ')

Т ак  как  проекция отрезка равна самому отрезку, умножен
ному на косинус угла между положительными направлениями 
оси проекций и той прямой, на которой ле?кит отрезок (гл. 1 , 
§ 7), то

пр. (OR) =  х  cos а, п р .(7 Ш ) =  ?/соз(90о — а) =  у  sin а, 

пр. (М Р )— 0, пр. (ОР) =  р.

П одставляя эти значения в равенство (1 '), получим:

х  cos а +  у  еіп а =  р, 
или ------------------ -----------------

Г  х  cos а -f- у  s in а — р  =  0 . /  (2)

Уравнение (2 ) выражает_собою условие, при котором точка 
М {х, у )  лежит на данной прямой: это уравнение называется 
нормальным уравнением прямой. Координаты х  и у  произволь
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ной точки М  прямой называю тся текущими координатами 
прямой.

Полученное уравнение (2 ) —первой степени относительно
х , у , т. е. всякая прямая изображается уравнением первой сте
пени относительно её текущ их координат.

З а м е ч а н и е .  Зависимость между текущими координа
тами х , у  и постоянными а, р , выражаемая нормальным урав

нением (2 ), может быть геометрически истолкована непосред
ственно на черт. 22. В самом деле,

OS +  S P  =  OP.

Из прямоугольного треугольника OSR  имеем:

OS - OR  cos л — х  cos а.
С другой стороны, S P  =  N M  определяем из прямоугольного 
треугольника MNR'-

S P  — N M  - R M  s i n a  =  y s in a .

Внося значения OS и S P  в первое равенство, перепишем 
его так:

а: cos а-)- у  sin  а. =  ОР, или х  cos a +  у  sin  a == p.

§ 2 . Приведение общего уравнения первой степени к нор
мальному виду. Возьмём уравнение первой отепени общего 
вида:

А х +  В у  +  С =  0  (3)

и спросим себя, каково геометрическое место тех точек плоско
сти, координаты которых х  и у  удовлетворяют нашему урав
нению? Мы покажем, что искомым геометрическим местом точек
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будет прямая лпнпя. С этой целью помножим наше уравнение 
на постоянный множитель М , подобрав его так , чтобы получи
лось нормальное уравнение, т . е. уравнение вида (2). У равне
ние (3) преобразуется к виду

М А х -Ъ М В уА - МС  =  0. (3')

Чтобы уравнение (3 ')  было вида, одинакового с уравнением (2), 
нужно положить 4

Д/Д =  со8 а, М В  =  sin а, М С =  — р. (4)

Из равенств (4) легко найдём неизвестные А/, а и р  выра
женными через известные коэффициенты А , В , С. В самом 
деле, возводя первые два из равенств (4) в квадрат и скла
дывая, имеем:

или

откуда

Л /М 2 4- Л/*/?2 =  cos* а -ф sin2 а =  1, 

Л/‘ (Л *-ф £2) =  1 ,

Л / = — ^ - .  (5)
± У  4 2 +  Я4

В формуле (5) нужно брать знак, противоположный зна
ку свободного члена С, как  это видно из последнего равен
ства (4).

П одставляя найденное значение Л/ в равенства (4), полу
чим формулы для cos a, sin а и р:

А  . Всоз а = ----   .■ ■ , sin а =  ■
' ± У  А* + В* ' ± У А *  + В* ’

    с  
Р ~ ± У а *  +  В* '

(« ')

Итак, уравнение (3) приводится к нормальному виду путём 
умножения его на множитель Л/, определяемый по формуле (5). 
Этот множитель М  носит название нормирующего множ ителя. 
Т ак  как  нормальное уравнение изображает, как  мы видели 
в предыдущем параграфе, прямую линию, то отсюда следует, 
что и общее уравнение (3) изображает прямую линию. Итак, 
всякое уравнение первой, степени меж ду х  и у  изображает

п р я м ую  л и н и ю  к а к  геометрическое место точек плоскости, 
координаты которых х  а у  удовлетворяю т этому урав
нению.

ѣ
П р и м е р .  Уравнение прямой линии Зд: — 4т/ — 5 =  0 привести ь нор

мальному виду.
1 1Нормирующий множитель равен: Л/ =  -)— -г—  =  — Умножая на

У^З4 +  4J 5
него данное уравнение, получим" '

3 4 . о5 х ~Ь У 1 = 0.

О /
Для данной прямой, следовательно, имеем: р — \, cos г — , sin а = ------

5 5

§ 3. Уравнение прямой линии с угловым коэффициентом. 
Разреш им уравнение первой степени

А х  +  B y  +  С =  0

относительно у .  С этой целью, оставляя член с у  в левой части, 
перенесём два другие в правую сторону; получим:

В у =  — А х  — С.

Разделив полученное равенство на В , найдём:

А с

П олагая для сокращ ения письма к  =  — Ь =  — получим 
уравнение

у  =  к х (6)

К  виду (6 ) можно привести всякое уравнение первой степени 
за исключением, очевидно, случая, когда В  =  0. В этом случае 
уравнение будет иметь вид:

А х  +  С =  0,
откуда



Последнее уравнение изображает, очевидно, прямую, все 
точки которой имеют постоянную абсциссу х , равную а, т. е. 
прямую, параллельную  оси ординат и проходящую от неё 
на расстоянии, равном а. Таким образом, к  виду (6 ) можно 
привести уравнение всякой прямой; за исключением случая, 
когда прямая параллельна оси ординат. Выясним теперь геомет
рический смысл постоянных к и Ь, входящих в уравнение 
прямой (6 ).

Легко видеть, что уравнение (6 ) удовлетворяется, если поло
жить х  =  0, у — Ь, т. е. точка Q (О, Ь) лежит на прямой. Т ак  как 
абсцисса этой точки равна нулю, то она лежит одновременно
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и на оси Оу, т. е. эта точка является точкой пересечения прямой 
с осью ординат (черт. 23). Д ругими словами, b есть отрезок, 
отсекаемый данной прямой на оси ординат.

Чтобы выяснить геометрический смысл постоянного к . пе
ренесём начало координат в точку Q, сохраняя направления 
осей. К ак  мы знаем из гл . I ,  формулы преобразования коорди
нат в этом случае будут:

х  =  х ' ,  у  =  у ’ +  Ь.
*

Поэтому данное уравнение преобразуется к  виду 

у ' +  Ь — кх ' +  b , пли у ' =  кх'1
откуда

Б ер я  произвольную точку М  (хг, у ')  на прямой линии, из 
черт. 23 видим, что =  где <р есть угол между положи
тельным направлением оси Ох и данной прямой, отсчитывае
мый против движения часовой стрелки. Следовательно; & = lg  ср,

т. е. к равно тангенсу угла меж ду полож ительным направле
нием оси абсцисс и данной прямой, отсчитываемого от оси Ох 
против движ ения часовой стрелки. Число к  называют угловым 
коэффициентом данной прямой. Читателю рекомендуется про
верить, что геометрический смысл коэффициента к  будет тем 
ж е в случае тупого угла <р.

З а м е ч а н и е .  С вязь между текущими координатами х , у  
и постоянными к, Ь, выражаемая уравнением (6 ), может быть 
геометрически истолкована непосредственно на черт. 24. 
В самом деле:

P j f  =  Р Р 7 4 - F J f .
Но

Р М  =  у , Р Р ' = 0 0 \

а Р 'М  определяется из прямоугольного треугольника О’Р 'М : 

Р 'М  =  О ’Р ’ tg  9  =  х  tg  <р =  кх.

Внося эти значения в первое равенство, мы получим:

у  =  Ь -\-кх , или у  =  к х ф Ь ,

П р и м е р .  Составить уравнение прямой линии, отсекающей на оси 
ординат отревок, равный 1 , и наклонённой к оси абсцисс под углом в 45°,

Здесь 6=  1 и fc =  tg  4 5° =  1. Следователь
но, искомое уравнение f

у  — х  +  \ .

§ 4. Уравнение нрямой линии в от
резках. Обозначим через а и 6 отрезки, 
отсекаемые прямой на осях координат 
(черт. 25), предполагая, что эти отрезки 
отличны от н у ля . Уравнение прямой 
имеет вид

А х  +  В у  +  С =  0. (7)

Т ак  как  точка М (а, 0) лежит на данной прямой, то её коорд&! 
наты удовлетворяю т уравнению (7 ):

А а  4 " С ==0,
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Аналогично и координаты точки 7Ѵ(0, 6 ) должны у д о вл ех во р ть  
уравнению (7), что даёт

или
В.Ъ +  С =  О,

В -  £ .  
В ~  Ь *

(9)

П одставляя вначения А а В  т  равенств (8 ) и (9) в уравнение (7) 
прямой, получим:

- С - - С  1  +  с  =  о.а b

Н о С Ф  0 , так  как  при С — 0  прям ая проходила бы через на
чало координат; в противоречие с пред
положением. С окращ ая на С, найдём:

или

a b (10)

Черт. 26. Это и есть искомое уравнение данной 
прямой в отрезках.

З а м е ч а н и е .  С вязь между текущими координатами х , у 
и отревками а, 6 ; выраж аемая уравнением (10 ), может быть 
подтверждена черт. 26. Действительно, из подобия треуголь
ников А Р М  и АО В  получаем:

Р М
ОБ

Р А  
О А

у а — і  , или = ------ .’ Ъ а

Последнее же равенство переписывается так:

у

откуда

П р и м е р .  Уравнение прямой Z x — Зу +  2 = 0  написать в от- 
реаках. _^

Полагая в уравнении Z x— 3 у  +  2 =  0 ординату у = 0 ,  найдём абсциссу 
точки её пересечения с осью Ох, т. е. отрезок а: 2х +  2 =  0, откуда х  =  — 1,
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Искомое расстояние й  определяется формулой

d — P  — р.

Т ак как точка А ( х ',  у ')  лежит на вспомогательной прямой, 
то её координаты должны удовлетворять уравнению этой 
прямой:

х ' cos а у ' sin а — Р  =  0,'
откуда

Р  =  х ’ cos a -f-у ’ sin  а.

Подставляя это значение Р  в формулу для d , найдём: 

d  —  x ' cos a - f y '  s in  а — p.

Расстояние d , вычисленное по этой формуле, окажется поло
жительным, если данная точка А  и начало О леж ат по разные 
стороны от данной прямой ( Р > р >
>  0); наоборот, оно будет отрица
тельным, если точка Л и начало О 
леж ат по одну сторону от данной 
прямой. В этом последнем случае 
либо направление Р  противопо
ложно направлению р (Р  <  0), ли
бо эти направления совпадают 
и 0 < Р  <  р.

П р и м е р .  Найти расстояние от 
точки ( — І, 1) до прямой Эх — 4y +
+  1 0  =  0 .

Приводим данное уравнение к нормальному виду, умножая его на
1 1

нормирующий множитель М   ------  = — —. Получим нормаль

ное уравнение прямой;
/ 9 + 1 6

- Т І  +  Т у _ 2 ==о.

Искомое расстояние равно;

Отрицательный знак для d указывает на то, что данная точка лежит 
от прямой с той же стороны, что и начало координат.
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У пражнения

3 2I .  Даны уравнения прямых: а) 4ж — 7t/ -f- 9— 0; b) — х — g- y — 3 =  0j

с) х— у — 1 =  0; d) | - x + y  — 5 =  0; e) j ^ x  — £ | y  +  5 =  0 . Какие

из этих уравнений являются уравнениями в нормальном виде?
(Еу  Найти уравнение прямой по следующим условиям: длина пер

пендикуляра, опущенного на прямую из начала координат, равна 7 еди
ницам длины, и угол, образуемый этим перпендикуляром с осью Ох, 
равец 120°.

•3 .  Написать уравнение прямой, если известно, чго её расстояние 
от начала координат равно 5 и что перпендикуляр, опущенный на неё 
из начала координат, составляет с осью Ох  угол в 60°.

4 . Привести к нормальному виду уравнения следующих прямых:

а) Зх +  4у +  15 =  0; Ь )6 х  — 8у — 9 =  0; с) 2х +  2 ^ 3  у — 7 =  0)

d) х  +  У +  5 =  0.

б * . Найти длины перпендикуляров, опущейных из начала коорди
нат на прямые 15х— 8у — 5 1 = 0  и 4х +  Зу +  35 =  0. Найти также коорди
наты оснований этих перпендикуляров.

6 . Привести к виду уравнений с угловым коэффициентом уравнения 
прямых:

а) х  —  у — 1 =  0; Ь) 4х — 2у + 3 =  0; с) З х + 2 у  —  5 = 0 .

(7)  Найти уравнение прямой, отсекающей на оси Оу отрезок, равный 
5 единицам масштаба, и наклонённой к оси Ох  под углом: а) 45°; Ь) 60°| 
с) 135°; d) 180°.

8 . Написать уравнение прямой, составляющей с осью Ох  угол 
в 30° и отсекающей на оси Оу отрезок — 3.

9 . Найти уравнение прямой, проходящей через начало координат 
и наклонёийЪй к оси Ох  под углом: а) 45°; Ь) 135°; с) 180°.

10. Написать уравнение прямой, отрезки которой на осях соответі 
ственно равны 3, — 4.

I I .  Привести уравнения прямых:

а) З х + 2 у  — 6 =  0; Ь) у  =  6 х — 3; с) у =  х — 1; d ) 2 x  — Зу +  7 =  0

к уравнениям в отрезках. ,
12 . Найти угол, составляемый прямою х  —  у — 5 =  0 с осью Ox, V
13. Построить прямые, изображаемые уравнениями

Зх — 5у +  15 =  0, 5* +  Зу =  0, Ех +  3 =  0, Зу —  7 =  0.

Какое расположение относительно осей координат имеют четыре 
прямые, выражаемые уравнениями

15. Диагонали ромба, равные 8 и 6 единицам длины, приняты за оси 
координат. Найти уравнения сторон этого ромба.

({Кр. Определить площадь треугольника, заключённого между осями 
координат и прямою 2х +  5 у — 2 0 =  0.

17. Найти площадь треугольника, ограниченного прямыми
у — 2 = 0 ,  Зх —  2у +  4 =  0, х  — 2 у —  7 = 0 .

18. Какая зависимость должна быть между коэффициентами а и Ь,

чтобы прямая — -f- —■ =  1 была наклонена к оси Ох  под углом: а) 45°;

Ь )60°цс) 135°?
(Tgl Исследовать, как расположены относительно осей координат сле

дующие прямые: а) х  —  2у =  0; Ь) х —  1 =  0; с) у  + 1  =  0; d) х  — у =  0;

е) х +  у =  0; f ) 5х =  0; g) Зу =  0; h) Зх +  2у ~  6 =  0. Построить

также графики этих прямых.
20. Найти уравнение прямой, проходящей через точку (2, 8) и со

ставляющей с осью абсцисс угол в 45°,
ф у . Найти уравнение прямой, проходящей через точку (2, — 3) парал

лельна. прямой, соединяющей точки (1 , 2) и (— 1 , — 5).
Найти уравнение прямой, проходящей череэ точку (1, 2) и пер

пендикулярной к прямой, соединяющей точки (4, 3) и (— 2, 1).
28 . Даны вершины четырёхугольника A B C D : А  (2, 2), В  (5, 1), С (3 ,6),  

0 (0 ,3 ) .  Найти точку пересечения его диагоналей.
24 . Вычислить угол между прямыми:

а) У =  у  * +  2 , у  =  3х — 7; Ь) у = 3 х  — 4, у = З х  +  5) 

с) у =  3х — 1, у =  — - і -х  +  4; d) 2х +  3у — 1 =  0, 4х +  6у +  2 =  0;
О

В) / З х - у - 1 = 0, / 3 х - 3 у  +  6 =  0; 1 ) ^ _ - 1  =  1 , £ _ ^  =  1 .

26 . Найти угол между прямыми: Зх — 2у +  7 =  0, 2х + 3 у  — 5 = 0 .
26. Провести через точку (3, 3) прямые, составляющие углы в 45° 

С прямой 5х— 4у— 1 = 0 .
^  27*. Найти углы треугольника, стороны которого выражены уравне

ниями
х — у — 3 =  0, х  — Зу — 4 =  0, 4х +  2 у +  3 =  0.

©  Найти стороны и внутренние углы треугольника с вершинами 
А { 2, 1 ), £ (3 ,  1), С  (1, 2).

29 . Даны две вершины треугольника А  (2, 2), В  (3, 0) и точка пересе- 
чени яего  медиан D  (3, 1). Найти третью вершину С.

СдО) Найти уравнение прямой, которая проходит череэ начало коорди
н а т и а )  параллельна прямой у = 2 х  +  3; Ь) перпендикулярна прямой 

1
у  =  —  х— 1; с) образует угол в 45° с  прямой у = З х  +  5.

О  •
31. Найти уравнение прямой, которая проходит через точку (— 2, 3) 

и а) параллельна оси Ох; Ь) параллельна биссектрисе координатного 
угла; с) параллельна прямой у = 4 х — 7; d) образует угол в 60° с прямой

у = 2х— 1; е) перпендикулярна прямой у = - | - х + 8.
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Vg2j Найти уравнения двух перпендикуляров к прямой у — 5® + 1 ,  вое* 
ставленных в точках пересечения её с осями координат.

83 . Провести через точку пересечения прямых х— у —3 = 0 ,  2®4-Зу—  
— 1 1 ^ 0 , прямую, параллельную прямой 5®— 4у— 1 7 = 0 .

у т  Провести через точку пересечения прямых Зх— у — 3 = 0 , 4®4-Зу—  
— 4=Щ прямую, перпендикулярную к первой из них.

85. Провести прямую, соединяющую точку пересечения прямых

И х — 17t/ — 9 = 0 ,  12х +  13і/ — 5 = 0

с началом координат.
80. Через точку пересечения прямых х +  у  — 6=  0, 2х — у  —  3 =  0 про* 

вести прямую под углом в 45° к прямой Зх — 5 = 0 .
87. Найти прямую, проходящую через точку (2, — 3) и образующую  

с осью Ох угол, вдвое больший угла, образуемого с той ж е осью прямою

У — \  * + 3-
88. Через точку пересечения прямых® — 2 у — 5 = 0  п 2х — Зу — 8 =  0 

провести прямую, параллельную прямой Зх — 2у +  2=  0.
Через точку пересечения прямых 2х — Зу 4 - 5 = 0  и ® — 4у +  5 = 0  

провести прямую под углом в 45® к прямой 2х —  3 =  0 (угол отсчитывается 
от прямой 2х — 3 = 0 ) .

40 . Стороны треугольника выражаются уравнениями

® 4-3у  — 2 = 0 , 2 х + і / + 5 = 0 ,  Зх — 4 =  0.

Найти уравнения высот этого треугольника.
41. Вершины треугольника суть (0, 5), (1, —2), (—б, 5). Найти урав

нения перпендикуляров, восставленных в серединах его сторон, а также 
точку пересечения этих перпендикуляров.

42 . Вершины треугольника суть (0, 1), (1,0), (1, 1). Найти уравнения 
медиан.

I /  48 . Вершины треугольника суть (2 , 1), (0, 7), (—4, — 1) Найти урав
нения медиан и точку их пересечения.

_ 44*. Найти уравнение прямой, проходящей через начало координат 
и через точку пересечения медиан треугольника, стороны которого выра
жаются уравнениями у = 4 ®  4-4 , у — — ® 4-4, 4 у = х  +  1.

-  45 . Найти уравнение прямой, проходящей через начало координат 
и через точку пересечения медиан треугольника, стороны которого выра
жаются уравнениями х — у  — 4 =  0, 2х — 11у-|-37 =  0, 2 х + 7 у — 1 7 = 0 .

~ 46*. На прямой 4 х + 3 у — 1 2 = 0  найти точку, равноудалённую от 
точек (— 1, — 2) и (1, 4).

* 47. На прямой Зх +  2г/— 5 = 0  найти точку, равноудалённую от 
точек ( — 1, — 1) и (3 ,3 ) .

-  48 . Найти точку, равноудалённую от точек (2, 3), (4, 2), (— 1, 0).
-  49 . Даны уравнения двух сторон параллелограммаі

х  +  у  — 1 = 0 ,  Зх — т/ 4 =  С

и точка пересечения его диагоналей (3, 3). Найти уравнения двух других 
сторон.

„  60 . Даны две вершины равностороннего треугольника ЛВС: А  [2, 1) 
и В [ 2, 5). Найти третью вершину С.
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61. Вершиной треугольника служит точка (6, — 2), а основанием—от
резок, соединяющий точки (— 3, 2) и (4, 3). Найтидлину высоты этого 
треугольника.

62 . Вершиной треугольника служит точка (5, — 3), а основанием—от
резок, соединяющий точки (0, — 1) и (3, 3). Найти длины высоты треуголь
ника.

63* . Дана прямая Зх — 4у — 10 =  0. Найти уравнение прямой, парал
лельной данной и отстоящей от неё на расстоянии 3 единиц масштаба.

54 . Дана прямая Зх— 4у — 7 =  0. Найти уравнение прямой, параллель
ной данной и отстоящей от неё на расстоянии 8 единиц масштаба.
_ 5 5* . Найти расстояние между параллельными прямыми

Зх +  4 у — 15 =  0 и Зх +  +  20 =  0.

66 . Найти расстояние между параллельными прямыми

5х +  12у — 24 =  0 и 5x +  12y-f-15 =  0.

-  57. Даны уравнения оснований трапеции: 2 х + у  — 5 = 0 ,  4 х + 2 у — 7 = 0 .  
Найти её высоту.

■*- 58*. Из точки А  (5,2) провести касательную к окружности радиуса 4, 
центр которой лежит в точке (— 3, 1 ).

59 . Из точки (1, — 2) провести касательные к окружности радиуса 
2 _

— ]/"85, центр которой лежит в точке (3, 6).
О

60*. Найти биссектрисы углов, образуемых прямыми 3 x + 4t/ — 9 = 0  
и 12®4-9у— 8 = 0 . Проверить, что эти биссектрисы перпендикулярны  
друг другу.

61 . Найти биссектрисы углов, образуемых прямыми

х  + 8у — 26 = 0  и 4® 4 2у — 29 =  0.

62 . Найти уравнение биссектрисы внешнего угла А  треугольника 
с вершинами А  (0, 0), В  (3, 0), С (0, 7).

Г Л А В А  III 

Л П Н П И  И П Х У РА В Н ЕН И Я

§ 1. Изображение линий посредством уравнеппй. В анали
тической геометрии всякую линию рассматривают как  геометри
ческое место точек. В определении линии как  геометрического 
места точек содержится рвойство, общее всем её точкам. Обозна
чая через х  и у  координаты произвольной точки данной линии 
относительно некоторой декартовой системы координат, мы за
тем выражаем посредством уравнения между х  п у  свойство, 
общее всем точкам линии. Таким образом составляется уравне
ние между переменными координатами х  и у ,  которому удовле
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творяют координаты произвольной точки данной линии. Это 
уравнение называют уравнением л и н и и , а входящие в него 
координаты х  и у —текущими координатами. Т ак , например, 
в  предыдущей главе мы видели, что прямая линия изобра
ж ается уравнением первой степени относительно текущих коор
динат. В качестве другого примера возьмём окружность и 
«оставим её уравнение. Положение окружности относительно 
некоторой декартовой системы координат будет определено, 
если даны координаты её центра С. Обозначим их через а и Ь. 
Размер окружности определяется радиусом R . Обозначая через 
я  и у  координаты произвольной точки М  окружности, выразим 
аналитически свойство, общее всем точкам Л/. Из определения 
окружности следует, что расстояние точки Л/ до центра С окруж 
ности (черт. 33) есть величина постоянная, равная радиу
су  R , т. е.

С М  =  R . (1)

Определяя СМ  как  расстояние между двумя точками С та М  
(гл . I ,  § 5), мы выразим равенство (1) с помощью текущих ко

ординат точки М:

/ ( * - а ) 1 +  (у-Л)> =  Д. (Г)

Возвышая обе части последнего уравнения 
в квадрат, освободимся от радикала и полу
чим уравнение окружности в окончательном 
виде:

Черт. 33. ( x - a ) t +  { y - b y  =  R t . (2)

В этом уравнении постоянные а, Ь, R  суть соответственно 
координаты центра и радиус окружности; переменные х  та у  
являю тся координатами произвольной точки окружности. В 
частности, если центр окружности находится в начале ко
ординат, то а — Ь =  0. и уравнение (2) принимает более про
стой вид:

х* +  2/* =  Д 2. (2 ')

§ 2. Геометрический смысл уравнений. Мы видели, что 
в сякая  линия, рассматриваемая как  геометрическое место 
точек, изображается уравнением между координатами её 
точек. Обратно, всякое уравнение между д в у м я  переменны
ми х  и ?/, вообще говоря, изображает линию к ак  г<^м»трп.

В еское место точек, координаты которых х  и у  ему удовле
творяют^ -----------------------
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В самом деле, рассмотрим какое-нибудь уравнение между 
переменными х  и у .  Перенося все его члены в левую часть, 
придадим уравнению вид:

F { x ,  у) =  0 , (3)

где F  означает символ функции двух переменных. Пусть 
при любом фиксированном числовом значении х  уравне
ние (3 ), рассматриваемое как  уравнение относительно неиз
вестной у , имеет, например, два корня.

Дадим переменному х  произволь
ное числовое значение х  — а и най
дём из уравнения (3) соответствую
щие значения у .  Д л я  определения 
у  получаем уравнение с одним неиз
вестным:

F (a , у) =  0 . (4)
Пусть это уравнение имеет корни, 
например, y = b lf ?у =  6 2. Отметим 
на черт. 34 две точки Л/, и М г, ко
ординаты которых (a, 6 j) и (а, Ь2) удовлетворяют данному 
уравнению (3).

Дадим теперь переменному х  другое числовое значение. 
х  =  а' и определим соответствующие значения у  из уравнения

F (a ',  у) =  0 . (4' )

Пусть корни этого уравнения будут у =  Ь[, у — Ь’г. Отметим на 
черт. 34 две точки М \ та Л /', координаты которых ( а ',  6 ')  п 
(а ’, удовлетворяют данному уравнению. Если переменное 
х  мы будем непрерывно изменять от значения а до значения а ',  
то прям ая L N  будет перемещаться параллельно самой себе, 
отправляясь от полож ения PQ  и приходя в положение P 'Q ',  
причём в любом её положении на ней будут две точки, коорди
наты которых удовлетворяют данному уравнению (3). Таким 
образом, точки Л/ и М ' описывают линию. Эта линия получается 
в результате двух движений: с одной стороны, движения п ря
мой L N  параллельно самой себе (изменение х ) , а с другой-- 
движения точек Л/ и Л /' по этой прямой (изменение у).

И так . уравнение (34 между координатами х и н  изобѵамсаеіп 
линию  как геометрическое место тех точек плоскости, коп г,Я пе
н аты которых удовлетЛЗбрЯЮГП данному уравнению.

З а м е ч а н и е ,  Рассмотрим еще некоторые особые виды 
уравнений.



т

1) У равнение может содержать только одну из текущих 
координат и тем не менее определять некоторое геометрическое 
месю  точек или линию. Т ак , мы уже знаем, что уравнение 
у  — 2  =  0 определяет прямую у  =  2 , параллельную  оси О х, 
а уравнение х  -f- 1 =  0 определяет прямую х  = — 1 , п араллель
ную оси Оу.

2) Если левая часть уравнения F  (.т, у )  =  0 разлагается на 
множители, то, приравнивая нулю каждый множитель в отдель
ности, мы получим несколько новых уравнений, каждое из 
которых может определять некоторую линию. Н апример, урав
нение х 2 — у 2 — 0  или (х - \ - у ) ( х — у) =  0 определяет пару п р я
мых х - \- у  =  0 и х  — у  =  0 — биссектрис координатных углов, а 
уравнение ху -\-а х  =  0 , или х ( у  +  а) =  0, определяет ось Оу и 
прямую у — — а.

3) В частности, может случиться, что уравнение Е ( г ,  г/) =  0 
между координатами х н у  изображает геометрическое место, 
состоящее из одной или нескольких отдельных точек. Т ак, 
например, уравнение х 2-\-у2 =  0  определяет точку 0 (0 ,  0 ); 
уравнению

(х г — 1)* -j- (уг — 4)’ =  0

соответствует геометрическое место, состоящее из четырёх 
точек:

( 1 , 2 ); ( 1 , - 2); ( - 1 , 2 ); ( - 1 , - 2).

4) Может, наконец, случиться, что уравнепие F (x ,  у )  =  0 
не определяет никакого геометрического места точек. Т ак , 
например, уравнение

* ! +  ^  + 1  =  0

не удовлетворяется ни при каких действительных значениях 
координат х н у .  Если уравнение удовлетворяется, как  в 
только что приведённом примере, лиш ь для мнимых значений 
координат, то говорят, что уравнению соответствует мнимое 
место точек.

§ 3. Две основные задачи . Из изложенного в §§ 1 и 2 выте
кает постановка двух основных задач.

I .Д а н а  линия как геометрическое место точек. Составить 
уравТбение этой ли н и и . •

I I . Д ано уравнение меж ду координатами х  и у  .Построить 
линию , изображаемую этим уравнением.

Мы рассмотрим в Следующих параграф ах примеры на обе 
8адачи.
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F M F ', описать точкой М  эллипс (в точке М  поместить остриё 
карандаш а).

Если а =  Ь, эллипс обращается в окруж ность радиуса а.
§ 6. Гипербола и её асим птоты . Гипербола есть геометри

ческое место точек, разность расстояний которых до двух дан
ных точек есть величина постоянная, равная 2а.

Чтобы составить уравнение гиперболы, выберем оси коор
динат так  ж е, к а к  в § 5; будем иметь:

\Д (х  +  с)г +  у 1 — \ f  (х  — с)2 +  у 1 =  2а,

где 2с есть расстояние F F '  между данными точками, называе
мыми фокусами гиперболы. Освобождаясь от радикалов, полу
чим, как  и в § 5, уравнение

X-t +  - X - ,  =  l .  (6 ')а ‘ а- — с 1

В самом деле, перенося первый радикал направо, получим:

—  V  (* — сУ +  Уг =  2 а - У  ( х  +  с)2 +  у 1.

Это уравнение отличается от соответствующего уравнения 
эллипса лишь знаком в левой части; следовательно, различие 
совершенно исчезает при возведении обеих частей уравнения 
в квадрат.

В данном случае с >  а , а потому количество с2 — а'- положи
тельно. Обозначая его через Ь2, т. е. полагая

Ъ' =  с ' - а \  (8 ')

найдём уравнение гиперболы:

=  1. (7 ')Ь'- 1 '

З а м е ч а н и е .  Д л я  полноты вывода следовало бы также 
рассмотреть соотношение

V  (я +  О ’ +  У3 — і Л *  — сУ +  Уг =  — 2а.

Очевидпо, в результате преобразований мы придём к тому же 
уравнению (6 ') ,  потому что последнее содержит букву а 
в квадрате, а наше соотношение отличается от исследованного 
лиш ь знаком при а.
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Исследуем форму гиперболы.
1) С и м м е т р и я  г и п е р б о л ы .  Т ак  как  уравнение 

(7 ')  содержит только квадраты  текущих координат, то оно 
не изменится, если изменить знак  любой координаты; следо
вательно, гипербола симметрично расположена относительно 
осей Ох и Оу.

2) Т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с о с я м и  к о о р д и 
н а т .  Определим точки пересечения гиперболы с осями коорди
нат. П олагая в уравнении (7 ')  у  =  0 , найдём абсциссы точек 
пересечения гиперболы с осью Ох:

- ^ = 1 , откуда х 2 =  а2 и х — ± а .

Эти две точки пересечения гиперболы с осью симметрии Ох 
называются её вершинами', расстояние между ними равно 2а. 
Чтобы найти точки пересечения с осью Оу, положим в уравне
нии (7 ')  х  =  0. Получим д ля  определения ординат этих точек 
уравнение

— | г  =  1 » или у* =  — 6 %
откуда

y = ± V z r bi = ± b V ~ Т,

т. е. ординаты точек пересечения гиперболы с осью Оу будут 
мнимые числа: это означает, что ось Оу не пересекает ги 
перболу. В соответствии с полученными результатами, ось Ох 
называется действительной (или фокальной) осью гиперболы, 
а ось Оу — её мнимой осью.

3) Ф о р м а  г и п е р б о л ы .  При исследовании формы 
гиперболы достаточно рассматривать положительные х н у ,  
потому что кривая симметрично расположена относительно
осей координат. Т ак  как  из уравнения (7 ')  следует, что >  1,
то х  может изменяться от а до +  оо. Когда х  увеличивается от а 
до -j- оо, то у  тоже увеличивается от 0 до +  оо. К ривая имеет 
форму, изображенную на черт. 37.

4) А с и м п т о т ы  г и п е р б о л ы .  Чтобы более ясно 
представить себе вид гиперболы, рассмотрим две прямые ли
нии, тесно с нею связанны е —так  называемые асимптоты.

П редполагая х  а у  положительными, разрешим уравнение 
(7 ')  гиперболы относительно ординаты у:

откуда

у  =  ± у гх * - а 3 О " )

Сопоставим уравнение (7") с уравнением прямой линии Y  — — х і

назы вая с о о т в е т с т в у ю 
щ и м и  две точки N  (х, Y )  и 
М  (х, у ) , расположенные соответ
ственно на этой прямой и на ги 
перболе и имеющие одну и ту же 
абсциссу. Очевидно (черт. 37),
Г > у  и разность Y  — у  ординат 
соответствующих точек выражает 
расстояние между ними, т. е.
M N  =  Y - y .

Покажем, что при неограни- Черт 37>
ченном возрастании х  расстояние 
M N ,  убывая, стремится к  нулю. В самом деле.

M N = Y - у  =  -  х - ~  У х ' - а ' і* а а у ’
откуда

( * _  у & = г & )  =  ±  (х - Ѵ х1- а') (* + ^ ? і г . а?>,а ' г '  а

После упрощ ения получим:

M N  = аЬ
х  +  У х 1 — а1 *

Из последней формулы мы усматриваем, что при неограни
ченном возрастании абсциссы х  расстояние Л//Ѵубываети стре
мится к  нулю. Эю  означает следующее: когда точка М , дви
гаясь по гиперболе в первом квадранте, удаляется в бесконеч
ность, то её расстояние до прямой у  =  — х  уменьшается и стре
мится к нулю. Вследствие симметрии гиперболы и этой прямой 
относительно начала координат О, то же обстоятельство будет 
иметь место при движении точки М  по гиперболе в третьем 
квадранте. Наконец, вследствие симметрии гиперболы относи
тельно оси Оу, мы получим вторую прямую у =  — х ,  сим-



метричпо расположенную с прямой у  =  -^ х , к  которой также
будет неограниченно приближ аться точка М  при движении 
по гиперболе и удалении в бесконечность (во втором и чет
вёртом квадрантах).

В результате нашего исследования мы установили существо
вание двух прямых линий, к которым неограниченно прибли
ж ается точка М  гиперболы при своём удалении в бесконеч
ность. Эти две прямые линии и носят название асимптот  
гиперболы ; они, как  мы видели, имеют уравнения

У =  ~ х  и у = — ^ х .  (9)

Очевидно, асимптоты гиперболы являются диагоналями 
прямоугольников, первая сторона которых равна а и опіклады- 
вается по оси Ох от точки О (вправо и влево), а другая равна Ь 
и откладывается по оси Оу от точки О (вверх и вниз).

При вычерчивании гиперболы по её уравнению рекомен
дуется предварительно построить её асимптоты.

Р а в н о с т о р о н н я я  г и п е р б о л а .  В случае Ь =  а 
гипербола называется равносторонней; её уравнение получается 
из (7 ')  и имеет вид

х г — у г =  а*.

Очевидно, угловые коэффициенты асимптот для
равносторонней гиперболы будут ±  1. Следовательно, асимп

тоты равносторонней гиперболы перпенди
кулярны  между собою и делят пополам 
углы между её осями симметрии.

§ 7. ІІапабола. Парабола ссть^гсометпи- 
ческое место точек, равноотстоящих пт д а н 
ной точки и данной прямой.

Ч тобы  составить уравнение параболы, 
примем за ось Ох прямую, проходящую 
через данную точку F  перпендикулярно 

Черт. 38. к  данной прямой; за начало координат 
возьмём середину 0  отрезка от точки F  до 

данной прямой, равного р  (черт. 38). Координаты точки F
будут О ) . Обозначим через ж и у  координаты произволь
ной точки Л/ параболы. Тогда координаты точки К  — ос
нования перпендикуляра, опущенного из М  на данную п ря
м ую ,— будут С — 2 ’ У )  • Т ак  как  по определению F M  =  М К .
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то, применяя формулу расстояния между двумя точками 
(гл. I , § 5), получим:

В озводя обе части в квадрат, найдём:

( *  — +  + у У »  пли а:г - р х  +  £  +  у* =  х'- +  р х  +  ^ ’

откуда
у  =  2р х^) -  ( 10)

Чтобы исследовать форму параболы по её уравнению (10) , 
заметим, что х  может получать лишь положительные значения, 
т. е. все точки параболы лежат 
справа от оси Оу. Каждому зна
чению х  соответствуют два значе
ния у , равные по абсолютной вели
чине, но противоположные по зна
ку, т. е. кривая симметрично 
расположена относительно оси Ох.
С увеличением х  ордината у  уве
личивается, причём, когда х  не
ограниченно растёт, то у  тоже 
неограниченно растёт; кривая 
имеет вид, данный на черт. 38.

П арабола имеет одну ось симметрии, один фокус F , од
ну вершину в точке О. Д ан н ая  прям ая назы вается её дирек
трисой.

Все три рассмотренных типа л п н п т  (эллипс, гипербола, 
парабола) могут быть получены путём пересечения круглого 
конуса плоскостью, а потому они называю тся коническими сече
ниям и.

§ 8 . Построение точек оллппса, гиперболы п параболы 
посредством циркуля и лпнейкп. Из уравнения эллипса (§ 5) 
определяем а и 6 , изображ ая их отрезками О Л и ОВ  на осях 
координат (черт. 39). Из точки В ,  как  пз центра, радиусом, 
равным а, описываем окруж ность, которая в пересечении с 
осью Ох даст фокусы эллипса F  н F ' ,  так  как  при таком 
построении соблюдается зависимость с2 — а2 — Ь2. Н айдя фо
кусы эллипса, делим отрезок 2а произвольно на две части: 
г и г ’ =  2а — г, и радиусами, равными г и г ' ,  описываем две 
окруж ности, принимая за  их центры соответственно фокусы

Черт. 39.
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F  и F ' . Эти окружности пересекутся в двух точках М  и М ', 
лежащ их на эллипсе, так  как  сумма расстояний каж дой из 
этих точек до фокусов будет равна 2а. М еняя г, будем полу
чать новые точки эллипса.

Аналогично проводится построение точек гиперболы. Опре
деляя из уравнения гиперболы (§ 6 ) а и Ь, изображаем их отрез
ками О А  и ОВ  на осях координат (черт. 40). И & точки О , как  
из центра, радиусом, равным с =  А В ,  описываем окруж ность,

Черт. 40. Черт". 41.

которая в пересечении с осью Ох даст фокусы Ц и п е р б о л ы ^ и ^ ';  
так  как  с* =  а 2+ 62.

Н айдя фокусы гиперболы, описываем из них, как  из центров, 
две окружности радиусов г и г' =  2а-|-г, где г произвольно. 
Эти окружности в пересечении дадут точки М  и М '  правой 
ветви гиперболы, так  как  разность расстояний каждой из этих 
точек до фокусов будет равна г '  — т =  2а. М еняя г, будем полу
чать новые точки правой ветви гиперболы. И зменяя роль фоку
сов, получим точки левой ветви гиперболы.

Перейдём, наконец, к  построению точек параболы. Прежде 
всего строим фокус и директрису параболы, отклады вая по
оси Ох вправо от О отрезок OF, равный такой же отрезок
О К  — влево от О и проводя через точку К  прямую , перпенди
кулярную  к фокальной оси (черт. 41). П араметр р  опреде
ляется из уравнения параболы. Проводим прямую линию, 
перпендикулярную  к фокальной оси, на произвольном расстоя
нии d, от директрисы и из фокуса .F, как  из центра,
описываем окружность радиуса с?. Точки пересечения М  и М ' 
проведённой прямой линии с окружностью принадлежат п ар а
боле, так  как  для каждой из этих точек расстояния до фокуса 
и директрисы равны между собой.

§ 9. Полярные координаты. Примеры построения кривых, 
уравнения которы х даны  в полярных координатах. Пусть 
на плоскости дана точка О, — будем назы вать её полюсом, и 
полупрямая О Р , — будем назы вать её полярной осью (черт. 42). 
Положение любой точки М  на плоскости можно определить 
двумя числами, а именно: числом г, выражающим (в данном 
масштабе) длину отрезка О М , называемого радиусом-вектором 
точки М ,  и числом 9  — полярным углом  между направлениями 
полярной оси ОР и радиуса-вектора О М . Числа г и <р называ
ются полярными координатами точки М .

Если мы условимся длину радиуса- 
вектора считать всегда положительной и 
полярный угол брать в пределах 0 < 9 <
< ^2п, то каждой точке будет соответство- Черт. 42. 
вать одна пара чисел г, 9 , и обратно.
Исключение представляет п о л ю с ,  для которого г =  0, а 9  — 
произвольно.

При изучении уравнений, связывающих г и 9 , удобнее, 
однако, не назначать пределов для изменения г и 9 . В этих

целях можно ввести следующее 
обобщение понятия о полярных 
координатах:

1) Пусть луч О М  (черт. 43) 
получается вращением поляр
ной оси ОР  на наименьший 
положительный угол а . Тогда 
тот же луч может быть полу
чен и вращением ОР на угол 
9 =  а 2кк, где к — любое Целое 

положительное или отрицательное число. У гол 9  =  a4-2itft 
{к =  0, ± 1 , і 2 , . . . )  назовём обобщённым полярным углом  всех 
точек на луче О М , а такж е на его продолжении за полюс в 
противоположном лучу направлении.

2) Чтобы отличить далее точки Л/ и Л /,, лежащ ие на луче 
ОМ  и его продолжении и отстоящие от полюса на одинаковом 
расстоянии р, будем считать длину г радиуса-вектора положи
тельной в точке М ( г — А- р) и отрицательной в точке 
М ,[ г — — р )1). П ри этих условиях, полярные координаты 9 и г 
Принимают какие угодно значения от — сю до +  оо.

ПриЧэтом каж дая пара значений (9 , г) определяет един
ственную точку плоскости, но одной и той же точке уже соот
ветствует бесчисленное множество пар координат. В самом деле,

1) Построение отрицательного г =  — р аналогично построению л и н и и  
секанса при отрицательном значении вес а.
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если координаты точки М  суть: 9  =  а , г =  р, то той же 
точке М  соответствуют координаты 9  =  a - |- 2 it&, r  =  p, а такж е 
9 =  a - f  к -\-2 кк , г =  — р, где к  есть любое целое число.

При исследовании формы линии на основании её уравнения 
приходится часто цользоваться полярными координатами. Это 
удобно делать всякий раз, когда уравнение линии в полярных 
координатах проще, нежели в декартовых. В качестве примеров 
мы рассмотрим три линии, встречающиеся часто в приложениях.

П р и м е р  1. Линия, называемая спиралью Архимеда,  изображается 
в полярных координатах уравнением

г = а у ,
где а есть положительное постоянное. Чтобы пачертить эту линию, будем  
давать у произвольные значения и определять соответствующие значе

ния г . Приводимая таблица значений (9, г), удовлетворяющих дап- 
ному уравнению, показывает, что при возрастании угла у в арифме

тической прогрессии с разностью радиус-вектор г возрастает тоже в

TZарифметической прогрессии с разностью я — . Кроме того, заметим, что
2

всякой точке этой линии с положительными координатами (9, г) соот
ветствует на этой же линии точка ( — у, — г), т. е. спираль Архимеда 
симметрично расположена относительно прямой, проходящей через 
полюс перпендикулярно полярной оси. На черт. 44 сплошной линией 
изображена ветвь, соответствующая отрицательным значениям 9, а 
пунктирной—положительным.

П р и м е р 2 .  Линия, называемая гиперболической спиралью,  изобра
жается в полярных координатах уравнением ту =  а, где а есть некото
рое постоянное.

Прежде всего заметим, что уравнение гу =  а не изменится, если заме
ним г и у соответственно через — г и — if. Это значит, что всякой точке 
линии с полярными координатами (г, у) соответствует точка той же линии 
с координатами ( — г , — 9), т. е. гиперболическая спираль расположена 
симметрично относительно прямой линии, проходящей через полюс 
перпендикулярно полярной оси.
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Чтобы начертить эту линию, будем давать ір произвольные положи
тельные значения и определять соответствующие значения г. С возраста
нием полярного угла о радиус-вектор г уменьшается и стремится к нулю 
при неограниченном увеличении ір. С уменьшением <р радиус-вектор г  
увеличивается и стремится к бесконечности при стремлении о к нулю.

На черт. 45 изображена та часть гиперболической спирали, которая 
соответствует отрицательным значениям угла у. К полюсу О кривая 
неограниченно приближается. Такая точка О называется асимптотической 
точкой спирали. Вторая часть кривой, соответствующая положительным 
значениям угла у, как сказано выше, будет симметричным отображением 
около оси Оу начерченной половины гиперболической спирали.

Легко видеть, что точка гиперболической спирали при стремлении 
полярного угла о к значению 0 неограниченно приближается к прямой

у  =  а .  В самом деле, ордината у =  г sin у =  возрастая, прибли-
?

жается к значению а, когда f  стремится к нулю. Таким образом, прямая 
у  — а есть асимптота гиперболической спирали.

П р и м е р  3. Линия, изображаемая в полярных координатах урав
нением

где а и к суть положительные по
стоянные, называется логарифмиче
ской спиралью.

Чтобы начертить эту линию, бу- 
дём давать у произвольные значения 
и определять соответствующие зна
чения г. Приводимая здесь таблица 
значений (у, г), удовлетворяющих 
данному уравнению, показывает, что 
при возрастании угла у варифметиче-

ской прогрессии с разностью ра

диус-вектор г возрастает в геометри- Черт. 46.
ческой прогрессии со знаменателем
ekr./2 когда угол <р неограниченно возрастает, то г тоже неограниченно 
растёт; когда угол у стремится к отрицательной бесконечности, то радиус- 
вектор г стремится к нулю. Точка О является асимптотической точкой 
логарифмической спирали (черт. 46).

У праж нения

1* . Построить кривую, данную уравнением х !у =  4а* (2а — у). (Эта 
кривая носит название локона А ньези .)

2 * . Построить кривую, данную уравнением r = 1 0 s i n 2 f .  (Эта кри
вая называется четырёхлепестной розой.)

3 . Построить кривые, данные уравнениями:

a) у  =  х?; Ь) у  =  х5; с) у  =  х ‘; d) у = х ’ +  2; е) у =  ^ -х 4— 5; f )  у ’- =  х 3.

4 . Построить окружность по уравнениям: а) х а + у ! — 4х +  2у =  0;
b ) x 2 -)-yJ =  4x.

б . Построить эллипс по уравнению х 2 +  2у2 =  4.
6 . Построить гиперболу по уравнению х 2 — 2у2 =  4.
7. Построить параболу по уравнению у* =  4х.

г

—  JS a e ~ hr-
к
2

a e -kr./2

0 а
к
~2

я аекп

5*

/
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8. Построить кривые, выражаемые в полярных координатах урав
нениями:

а) г =  a sin 3<р; Ь) г = а с о в З ? ;  с) r= a co s2 tp ; d) г =  а ( 1 — cosy ).
9 . Построить кривые, заданные в полярных координатах уравне

ниями:
а) г = 2  — co sy ; b) г = 3  — 2 sin 2 y ; с) г = 2  — sin 3 y .

10. Выяснить геометрический смысл уравнений в декартовых коор
динатах:

а ) * 2у - у 2 =  0; Ь ) у - 2 5  =  0 ; с ) ^  +  ̂  =  0; d) ( * - 2 ) ’ +  3 (*  +  1)»

11. Составить уравнение геометрического места точек, одинаково 
удалённых от начала координат и от точек А  ( — 5, 3).

\ f  12. Составить уравнение геометрического места точек, одинаково 
удалённых от оси Ох  и от точки F  (0, 4). Построить кривую.

13. Определить траекторию точки М ,  которая движется так, что её 
расстояние от точки А  (3, 0) остаётся вдвое меньше расстояния от точки 

0).
■у 14. Определить траекторию точки М ,  которая движется так, что её 

расстояние от точки F  ( — 1, 0) остаётся вдвое меньше расстояния от пря
мой х =  — 4.

16. Даны точки А  ( — 6, 0) и В ( 2, 0). Найти геометрическое место 
точек, из которых отрезки О А  и ОВ  видны под равными углами.

У ’ 16. Все хорды O N  окружности х г - j -y * = 2ax, проведённые из начала 
координат, продолжены за точку N  на расстояние N M  =  ON. Опреде
лить геометрическое место точек М .

V  17. Даны точки Л (  — 1 , 0) и В  (2, 0). Точка М  движется так, что в 
Д  А М В  угол В  остаётся вдвое больше угла А .  Определить траекторию  
движения.

V  18. Вывести уравнение прямой в полярных координатах.
19*. Найти уравнение геометрического места точек, произведение 

расстояний которых до двух данных точек Р  и Q есть величина постоян
ная, равная т \  (Это геометрическое место точек называется овалом  
Кассини.)  Построить также график этого геометрического места.

20*. Овал Кассини (см. упражнение 19) для случая, когда т  — п, 
называется лемнискатой Бернулли .  Найти уравнение лемнискаты: а) в 
декартовых координатах и Ь) в полярных координатах. Построить также 
график этой кривой.

21*. Даны прямая Ох и на расстоянии а от неё точка А  (черт. 47). 
Если прямая А В  будет вращаться около точки А ,  то точки М  и М ' ,

€8

лежащие па этой прямой и отстоящие от точки В  пересечения прямой А В
с основной прямой Ох на данное расстояние Ь, опишут некоторую линию. 
Она называется конхоидой Никомеда. Найти уравнение конхоиды и по
строить её график для случаев а >  Ь, а = Ь  и а <  Ъ.

2 2* . Даны прямая Оу и точка А  на расстоянии а  от неё (черт. 48). 
Вокруг точки А  вращается луч А В  и на нём в обе стороны от точки В  
(точки пересечения луча с  осью Оу) отложены переменные отрезки В М  — 
=  В М '  =  ОВ. При вращении луча А В  точки М  и М '  описывают кривую, 
называемую строфоидой. Составить уравнение этой кривой и построить 
её график.

23* . Дапы окружность диаметра OD  =  2а и касательная к ней D E  
(черт. 49). Через точку О, диаметрально противоположную точке D r 
проведена прямая ОЕ  и на ней отложен отрезок ОР, равный отрезку B E , 
заключающемуся между окружностью и касательной. Если прямая ОЕ 
будет вращаться около точки О, то точка Р  опишет кривую, называемую 
циссоидой Д иоклеса .  Найти уравнение этой кривой и построить её  
график.

24* . Даны окружность радиуса а и на ней точка О (черт. 50). Если  
прямая ОВ  будет вращаться около точки О, то точки М  и Л!', находя
щиеся на данной прямой и отстоящие на данном рас
стоянии т  отточки В  пересечения прямой с окруж
ностью, опишут кривую, называемую улиткой Пас
к а л я 1). Найти уравнение этой кривой в полярных 
координатах и построить её график. (Графики вычор- 
-іить для случаев т  >  2т, т =  2а и /та <  2а.)

25 . Составить уравнение геометрического места 
точек, равноудалённых от двух данных точек.

26 . Две прямые вращаются вокруг двух непо
движных точек, оставаясь всё время перпендикуляр
ными друг к другу. Найти геометрическое место их 
точки пересечения.

27 . Из точки М  проведены к двум окружностям радиусов R  а г 
две равные касательные. Найти уравнение геометрического места то
чек М  при условии, что расстояние между центрами окружностей 
равно 2d.

28. Отрезок постоянной длины 2а скользит своими концами по  
сторонам прямого угла. Из вершины прямого угла на этот отрезок опу
щен перпендикуляр О М .  Найти геометрическое место оснований этих 
перпендикуляров в полярных координатах и построить график этого  
геометрического места.

29 . Определить геометрический смысл уравнений:

а) я2 — т/* =  0; Ь) zy  =  0; с) я2 +  *у =  0; d) z ( y _ a )  =  0.

80. Дан треугольпнк А Б С .  Найти геометрическое место точек М р 
удовлетворяющих условию

пл. Д  A C M  =  пл. Д  ВС  М .

81. Найти геометрическое место точек, разность квадратов расстоя
ний которых от двух данных точек равна постоянной величине.

*) Для частного случая, когда т  — 2а, эта липия называется кар
диоидой.
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82 . Найти геометрическое место точек, сумма квадратов расстоя
ний которых от сторон квадрата равна постоянной величине.

83. Основание треугольника неподвижно, а вершина движется по 
данной прямой. Найти геометрическое место центра тяжести этого тре
угольника.

34. Две прямые вращаются около двух неподвижных точек в проти
воположных направлениях и с  одинаковой угловой скоростью.. При 
начале движения одна из этих прямых совпадает с прямой, соединяющей 
данные точки, а другая перпендикулярна к этой прямой. Найти геометри
ческое место точки пересечения этих прямых.

Г Л А В А  IV

ЭЛЕМ ЕНТАРНАЯ ТЕО РИ Я К О Н И Ч ЕС К И Х  СЕЧЕНИЙ

§ 1. Эксцентриситет и директрисы эллипса. К ак  известно 
из гл. I I I ,  § 5, эллипс есть геометрическое место точек, сумма 
расстояний которых до двух данных точек, называемых его фо
кусами, есть величина постоянная, равная 2а. Обозначая че
рез r — F M  и r ' — F 'M  расстояния любой точки М  эллип
са соответственно до его правого и левого фокусов F  и F ' 
(черт. 36), мы имеем согласно вышеупомянутому определе
нию эллипса:

г +  г' =  2а. (1)

С другой стороны, прим еняя формулу расстояния между двумя 
точками, мы получим (гл. I I I , § 5):

г ' =  F 'M  +  с)’ + 7 Ѵ  -г =  F M  — У  ( x - c Y  +  y \

где х , у  обозначают координаты точки М  эллипса, а с — поло
вину фокусного расстояния F F '. Возводя два последние равен
ства в квадрат и вычитая, находим:

г 'г — г* =  (х  -J-c)5 +  у 1 — (я — с у  — у \

Р аскры вая скобки и делая приведение подобных членов, полу
чаем;

г '* — г* =  4с® . (2 )

Из уравнений (1) и (2), считая в них искомыми величинами 
г и г ',  мы определяем эти последние. С этой целью, переписав 
уравнение (2 ) в виде

(г ' — г) (/•' +  г) =  4 сх,
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воспользуемся уравнением ( 1 ), что нам даст:

Реш ая полученное уравнение совместно с уравнением (1), 
н ай д ём  г и г ' :

С t і сг =  а — — х , г = а -\-  — х .

Величину входящую в последние формулы, мы будем
назы вать эксцентриситетом  эл- у
липса и обозначать через е. Оче
видно, е== есть отношение фо
кусного расстояния 2с к  длине фо
кальной оси 2 а, причём 0 < е  <  1 , 
так  как  0 < с  < а .  Таким образом, 
мы имеем следующие формулы 
д ля г и г ':

г  =  а — ех, г ' =  а-\-ех. (3) Черт. 51.

Рассмотрим прямую х — I, параллельную  оси у , и найдём, 
во-первых, расстояние г произвольной точки М  (х, у)  эллипса 
от его правого фокуса, и во-вторых — расстояние d этой точки 
М  от прямой х — і (черт. 51). Вычислим отношение этих рас
стояний.

Т ак как  d = l  — x ,  то

а
 х

г  а  — в х  s
d =  1 — х  ~ S 1 — х  ‘

Если 1 — то написанное отношение будет сохранять 
постоянное значение, равное s.

Таким образом, прям ая х = н а з ы в а е м а я  директрисой
эллипса, обладает следующим свойством: отношение расстоя
ний любой точки эм ипса  до правого фокуса и соответствующей 
директрисы есть величина пост оянная , равная е.

В силу симметрии то ж е заключение можно сделать отно
сительно левого фокуса и соответствующей ему директрисы,
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уравнение которой будет:

— т -

П р и м е р. Найти эксцентриситет и директрисы эллипса хг f  2у2 =  2. 
Написав уравнение эллипса в виде

- 4 - ^  =  1 В ^  1

эаключаем, что а2 =  2 , fc2 =  1. Следовательно: о2 =  а2— 62 =  2 — 1 =  1, от? 
куда

_  с _  1  у г 2
е ~  а у 2 2 '

Директрисы проходят на расстоянии — от центра эллипса (на-

2
чала координат), т. е, на расстоянии, равном — =  2. Уравнения ди-

1
ректрис суты

х =  + 2 , х  =  — 2.

§ 2. Эйсцентриситет и директрисы гиперболы. С охраняя 
обозначения прошлого параграф а, в силу определения гипер
болы (гл. I I I ,  § 6 ) имеем:

г '  —  г —  ± 2 я ,  (4)

где 8нак плюс относится к правой ветви гиперболы, а знак ми
нус к левой. С другой стороны, как  и в прошлом параграфе, 
найдём:

Ѵ а- г ’ =  4сж . (2 )

Из уравнений (4) и (2) находим искомые величины г и г '.  Д ля
этого, переписав уравнение (2 ) в виде

\ '

(г' — г) ( г '4 - г )  =  4сж, 

воспользуемся уравнением (4), что нам даст:

г ' + г = ±  2 -^-ж,
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Наконец, реш ая последнее уравнение совместно с уравнением
(4), получим выражения для г а г ' :

— а +  ^ х ]  г' =  а (правая ветвь);

г =  а — ^  х; г ' — — в — (левая ветвь).

Величину — ; входящую в последние формулы, мы будем
называть эксцентриситетом  гиперболы и обозначать через а.
Очевидно, е =  ~  есть отношение фокусного расстояния 2е
к  длине фокальной оси 2 а, причём теперь s >  1 , так  как с >  а. 
И так, мы имеем следующие формулы для г и г ' ?

г = — а е ж ,  г ' =  а +  еж (правая ветвь); 
г — а — еж; г ' =  — а — еж (левая ветвь).

Назовём прямые ж =  ±  директрисами гиперболы, соответ
ствующими правому и левому 
фокусам.

Л егко показать, что отно
шение расстояний любой точки 
гиперболы до Фокуса и соответ- 
ствующей директрисы есть ве
личина постоянная, равная г.
Это свойство достаточно, вслед
ствие симметрии, обнаружить 
относительно правого фокуса и 
соответствующей ему дирек
трисы.

Обозначая через d  расстояние Черт. 52.
точки М  гиперболы до правой
директрисы, из черт. 52 усматриваем, что d =  ж ——в случае-

в

если М  находится на правой ветви гиперболы, и cf =  —— ж, 
если М  лежит на левой ветви. Составим теперь отношение

за

(5)



, пользуясь формулами (5):
— а +  ех

ах ----
г а  — гх 
~d а

—  —  х 
с

(правая ветвь);

(левая ветвь).

В  обоих случаях отношение А- будет одинаково и равно:
а  — sx  а — ех
а х

что и требовалось показать.
§ 3. Эксцентриситет и директриса параболы. В гл . I I I ,  §7

мы определили параболу как  геометрическое место точек, 
равноотстоящих от данной точки—фокуса и данной прямой—, 
директрисы. Таким образом, обозначая через г расстояние 
любой точки М  параболы до фокуса, а через d  её расстояние до
директрисы , мы имеем r =  d , или ^ =  1 (черт. 38). Следо
вательно, эксцентриситет параболы долж но принять рав
ным 1. У равнение директрисы параболы будет:

х  2 *

если осп координат выбраны так , как  это было сделано 
в гл . I I I ,  § 7.

Объединяя результаты  трёх параграфов, мы получаем сле
дующее общее определение конического сечения (эллипса, 
гиперболы и параболы): коническое 
сечение ест ь геометрическое место 
точек, отношение расстояний кото
рых от данной точки (фокуса) к рас- N, 
стоянию от данной прямой {дирек- ^  
трисы)есть величина постоянная (е). Ni 
При этом (черт. 53)

F M .  ^  ,  для эллипса == е <  1 ,

д ля  параболы =  е =  1 ,
- F M t ^  .д ая  гиперболы =  в >  1 , Черт. 53.

§ 4. У равнение конического сечения в полярных коор
динатах . Задача настоящего п араграф а—вывести уравнение
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конического сечения в полярных координатах, принимая ва 
полюс один из фокусов и за  полярную  ось—фокальную ось 
этого конического сечения.

П усть A B C  (черт. 54 )— дуга конического сечения (эллипса, 
гиперболы или параболы), В — £
верш ина, F  — фокус и D E  — соот
ветствующая директриса.

прямую B F P —аа полярную  ось 
и обозначим эксцентриситет кри
вой через е, а длину F M e радиу
са-вектора, перпендикулярного к 
фокальной оси, через р . Пусть 
М  (<р, г) — произвольная точка 
кривой. Составим уравнение, вы
ражающее зависимость между её 
полярными координатами <р, г и 
данными числами (парамет рами) е, р . По общему свойству 
всех точек конического сечения имеем:

F M  _  f m 0 _
M N  ~ ' M 0N a ~ e >

или

Черт. 54.

M N  ~  •
откуда

г  —  р
M N - M aN 0 =  е .

Из черт. 54 мы находим:

M N  — A l0N t =  К М  =  г cos 9 . 

Следовательно, из (6 ) и (7) получим:

с — Р

или

откуда

■ =  ег cos f  

г  — р  =  е г  cos 9 , 

Р
1 — s cos у *

Г —

(6).

(7)

(8)

Уравнение (8) будет изображать эллипс, если е <  1 , п ар а
болу при 8 =  1 , гиперболу, когда е >  1 .
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В уравнении (8 ) параметр р  для параболы имеет, очевидно, 
прежнее значение, т. е. то ж е, что и в уравнении у г =  2рх. 
В самом деле, для параболы p = F M 0 =  M 0N 0, т . е. р  есть рас
стояние фокуса до директрисы.

Д л я  эллипса п гиперболы можно поставить вопрос: как  
выразить параметр р  через полуоси а и Ь?

В случае эллипса ~ + ^  =  1 мы подставим в его уравне
ние координаты одной из точек эллипса, а именно і1/0 (-*с, р)~, 
после этого получим:

с’ , п1 р’ я’—с1 Ь5
- і  +  ѵі= 1  или =  г—— -т ,а* 1 Ь! о! а1 а- '

откуда
2 ь* ,гіч

В случае гиперболы j -  =  1; координаты её точки

Л/, (с, р) подставим в уравнение, после чего получим:

с5 р’ , р5 с’ - а 1 61
- г  — тт =  1 ИЛИ у ,  —  г -  =* —. ,о 1 6' b а* в-

откуда снова имеем

« Ь* Ь' п
=  & и Р = а ‘ (9)

И так, .уравнения эллипса, гиперболы и папабплы а пплчриыт  
координатах (,при указанном выборе полюса и полярной оси) 
имеют ддѴШЛКбвый вид:

г = 1 — 8 COS <р * (8)

причём для эллипса и гиперболы параметр р  связан с парамет
рами а и 6 формулой
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Р =  7 ‘

§ б. Диаметры эллипса. Сопряжённые диаметры . Диамет
ром конического сечения (в частности, эллипса) называется
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геометрическое место середин параллельны х между собою 
хорд.

Рассмотрим эллипс, отнесённый к  его осям симметрии:

а- оs
( 10 )

систему параллельны х между собой хорд с угловым коэф
фициентом к  (черт. 55). Возьмём любую из этих хорд и обозна- 
им её концы через Л /1 (а:1, у х), М 2(х 2, у 2), а середину—через 
4 (х, у ) . Т ак  как  точки М х и М  2 лежат 
а эллипсе, то их координаты должны 
довлетворять его уравнению (10 ), т. е.

xCAjl-Va  — 1/і* ‘ hi ~~ A*

( 1 1 )

( 1 2 )

С  д ^ Т о й  стороны, прям ая линия М ХМ 2 имеет угловой коэф
фициент к ,  что даёт нам соотношение (гл . I I ,  § 11)

к = Уг-Уі 
х .  — х . (13)

Н аконец, ваметив, что точка М  является серединой отрезка, 
получим:

_ * *1 +  *» (14)

(15)

Чтобы получить уравнение геометрического места середин 
хорд, нужно установить зависимость между текущими коорди
натами х , у  и постоянными величинами к, а, Ь, для чего следует 
из пяти соотношений (11)— (15)исключпть четыре вспомогатель
ные величины х г, х 2, у х, y t . С этой целью, вычитая равенство (1 1 ) 
из равенства (1 2 ), найдбм:

хі — х\ . у \—у\ : 0

или
(Д»~Жі1(Ді +  Яа) л (Уа~Уі)(Уі +  Уд _ п  

а» +  6* ’
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Внося в последнее равенство, согласно (14), вместо суммы 
х г -)-х2 значение 2х, а вследствие (15), вместо суммы y l + y t 
её значение 2у ,  и, согласно (13), вместо разности у , —у, её 
выражение к ( х 2 — х 1), мы придадим ему вид

( х ,— х , ) 2х , к (х, — х ,)  2у _ п . 
а* 6* ’

сокращ ая на 2 ( х г — х 1), мы получим окончательно:

X к у  _  q 
„а - Г  —  О,в» 1 Ъ

откуда

y=~Six- (16)
Уравнение (16) изображает прямую линию, проходящую 

через начало координат (центр эллипса). И так, все диаметры  
эллипса суть прямые, проходящие через центр. Обозначая угло
вой коэффициент диаметра эллипса через к ' ,  напишем урав
нение диаметра в виде

у — к 'х .

С равнивая это уравнение с уравнением (16), видим, что

или
. (17')

Условимся называть диаметр эллипса сопряысённым хордам, 
если он делит пополам эти хорды. Условие (17) или (17') связы 
вает между собой угловые коэффициенты параллельны х хорд 
и сопряжённого им диаметра. Т ак как  это условие (17 ') сим
метрично относительно к  и к ' ,  т. е. не меняется после пере
становки к  и к ’, то отсюда заключаем: если диаметр с угловым 
коэффициентом к ’ сопряжён хордам с угловым коэффициен
том к ,  то и диаметр с угловым коэффициентом к  сопряжён 
хордам с угловым коэффициентом к ’.

Таким образом, мы получаем пару диаметров, из которых 
каждый делцт пополам хорды, параллельные другому диаметру 
(черт. 55). Такие два диаметра эллипса называются сопрямссн-

ными меж ду собой. Их угловые коэффициенты к  и к '  связаны 
условием (17) или (17 ').

И так, у  эллипса имеется бесчисленное множество пар со- 
пряжёпных между собой диаметров: каждому диаметру соот
ветствует свой сопряжённый диаметр. Вообще говоря, угол 
между двумя сопряжёнными диаметрами отличен от п ря
мого. Посмотрим, нет ли у эллипса такой пары сопряж ён
ных диаметров, которые были бы перпендикулярны меж
ду собою.

В этом случае угловые коэффициенты к  и к '  должны удовле
творять двум условиям:

* • = - £ »  И ’ )
и

f c ' = - - J - ,  (18)

из которых второе есть условие перпендикулярности. Если 
Ь ф  -Сг̂  то условия (17) и (18) одновременно удовлетворяю тся 
лиш ь пр иА =  0 , к '  — со, т. е. оси координат (оси симметрии 
эллипса) представляют собой najry сопряж ённых и перпенди
кулярны х диаметров. Т акие диаметры называют главными диа
метрами  эллипса (осями симметрии).

Если Ь — а, т. е. эллипс обращ ается в окруж пость, то усло
вие (17) обращ ается в условие (18) перпендикулярности. Таким 
образом, в случае окружности любые два сопряжённые диа
метра перпендикулярны между собой, т. е. всякий диаметр  
окруж ности есть главный диаметр (ось симметрии).

Из условия (17) видно, что угловые коэффициенты к и к '  
двух сопряжённых диаметров эллипса имеют разные зн аки , 
т. е. проходят в смежных четвертях. Таким образом, у эллипса 
нет диаметра, совпадающего со своим сопряжённым диаметром. 
И ра увеличении к , к ак  следует из условия (17), к '  по абсолют
ной величине уменьш ается, т. е. алгебраически такж е увели
чивается. Это показы вает, что при вращении диаметра эллипса 
против часовой стрелки сопряжённый с ним диаметр вращается 
в ту ж е сторону.

П р и м е р. Определить длину диаметра эллипса x * - f2 t /* = l , сопря
жённого диаметру, делящему пополам первый координатный угол.

Угловой коэффициент данного диаметра есть 1. Из условия находим 
угловой коэффициент к '  диаметра, ему сопряжённого:



Здесь f t = l ,  о* =  1, A* «= . Следовательно, k ' •= —  у .  Уравнение этого

диаметра будет:
1

Чтобы найти его длину, нужно определить точки его пересечения с эллип
сом, для чего решим совместно уравнения эллипса и диаметраі

е* +  2у* = 1  и t  -  х .

Подставляя в первое уравнение значение у  из второго, найдём:

1 3  2 /~ 2
¥ жг= 1 , г 3=  у , откуда х = ±  у  -g-j

Зная абсциссы точек пересечения, найдём их ординаты:

' - Т т / ? 1
т

По формуле расстояния между двумя точками находим длину d  искомого
Ди аметра;

' - ( ■ / Э Ч / Э ’-М -?*
откуда

V * -

§ 6 . Диаметры гиперболы. Сопряжённые диаметры . Р ас
смотрим теперь гиперболу, отнесённую к её осям симметрии:

а* к* А*

я  систему параллельны х между собой хорд с угловым коэффи^ 
циентом к  (черт. 56).

П роизводя вычисления, аналогичные проделанным для эл
липса, найдём уравнение диаметра гиперболы j которое может 
быть получено из уравнения (16) заменой Ьг на —Ь2, так  как 
уравнение гиперболы отличается от уравнения эллипса лишь 
внаком при 62<

Итак, уравнение диаметра гиперболы, делящего пополам 
хорды с угловым коэффициентом к ,  будет:

Ь’ „
У —  —гг х ' а а ‘к

(20)

Уравнение (20) изображает прямую линию, проходящую 
через начало координат—центр гиперболы. И так, все диаметры 
гиперболы суть прямые, проходящие через центр. Обозначая 
угловой коэффициент диаметра гиперболы через к ' ,  напишем 
уравнение диаметра в виде

у  =  к ’х.

Сравнивая это уравнение с уравнением (20), мы видим, что

или
к к '= - ,*а*

(2 1 )

(21')

Условимся называть диаметр гиперболы сопряжённым  хор
дам, если он делит пополам эти хорды. Условие (21) или (21 ') 
связывает между собой угловые 
коэффициенты параллельны х хорд 
и сопряжённох'о им диаметра. Т ак  
как  условие (2 1 ')  симметрично от
носительно к и к ' ,  то отсюда 
заключаем: если диаметр с угло
вым коэффициентом к ' сопряжён 
хордам с угловым коэффициентом 
к, то диаметр с угловым коэффи
циентом к  сопряжён хордам с 
угловым коэффициентом к ' .  Т а 
ким образом, мы получаем пару
диаметров, из которых каждый делит пополам хорды , па
раллельные другому диаметру (черт. 56). Такие два диаметра 
гиперболы называются взаимно сопряжёнными меж ду собой. 
Их угловые коэффициенты к  и к '  связаны условием (21) 
или (2 1 ') .

И так, у гиперболы имеется бесчисленное множество пар 
сопряжённых диаметров: каждому диаметру соответствует свой 
сопряжённый диаметр. Вообще говоря, угол между двумя 
сопряжёнными диаметрами отличен от прямого. Посмотрим,

Черт. 5S.
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нет ли у гиперболы такой пары сопряжённых диаметров, ко
торые были бы и перпендикулярны между собой.

В атом случае угловые коэффициенты к  и к '  таких диамет
ров должны удовлетворять двум условиям:

к ' - я  Р ‘ >
и

* ' = - Т ’ ( 2 2 )

из которых второе есть условие перпендикулярности. Очевид
но, эти условия (2 1 ) и (2 2 ) одновременно удовлетворяю тся лишь
при к — 0 , к '  =  оо, т. е. оси координат  (оси симметрии гипер
болы) представляют собой пару сопряжённых и перпендику
лярны х диаметров. Такие два диаметра называют главными 
диаметрами гиперболы, (осями симметрии).

Из условия (21) видно, что угловые коэффициенты к и к '  
двух сопряжённых диаметров гиперболы имеют одинаковые 
знаки , т. е. диаметры проходят в одинаковых четвертях. При 
увеличении к {к >  0 ), как  следует из условия (2 1 ), к ' ,  оставаясь 
положительным, уменьшается. Это показывает, что при вра
щении диаметра гиперболы против часовой стрелки сопря
жённый с ним диаметр вращ ается в обратную сторону, т. е. 
по часовой стрелке. П ри этом наступит момент, когда оба диа
метра сольются. Такой диаметр гиперболы , совпадающий 
со своим сопряжённым диаметром , является асимптотой гипер
болы. В самом деле, если к  означает угловой коэффициент 
этого диаметра, то угловой коэффициент к '  сопряжённого 
диаметра равен к\ следовательно, условие (2 1 ')  позволяет 
найти к:

к ' - ?*  ~ а «  ’
откуда . •

<23)

К ак  известно (гл. I I I , § 6 ), формула (23) даёт значения угло
вых коэффициентов двух асимптот гиперболы. Из геометри
ческих соображений очевидно, что сопряжённые диаметры 
гиперболы леж ат по разные стороны асимптоты, причём один 
из них пересекает гиперболу в двух точках, а другой гипер
болы не пересекает (черт. 57).

Угол между асимптотами вообще отличен от прямого угла. 
Асимптоты гиперболы будут перпендикулярны между собой,
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если их угловые коэффициенты удовлетворяют условию перпен
дикулярности:

к хк г =  — 1 .

Подставляя в это условие значения угловых коэффициентов 
асимптот

, ь . ь

мы получим:
к

откуда
 1 , или Ьа =  а а,

а Л

Ь =  а.

Таким образом, асимптоты гиперболы будут перпендикуляр
ны в случае Ь =  а, т. е. для у
равносторонней гиперболы. В 
случае равносторонней гипер
болы угловые коэффициенты 
асимптот равны 1 и —• 1 , 
т. е. асимптоты делят попо
лам углы между главными 
диаметрами гиперболы; при
нимая асимптоты за новые 
оси координат, мы должны 
повернуть оси симметрии на 
угол в 45°.

§ 7. Диаметры параболы. Рассмотрим, наконец, уравне
ние параболы, отнесённое к её вершине:

у г — 2 рх; (24)

и возьмём систему параллельных между собой хорд с угловым 
коэффициентом к. Обозначим концы любой из этих хорд через 
М х ( а т ,^ ) ,  М 2(х 2, у 2), а середину—через М  (х , у). Т ак как  точ
ки Л/, и М 2 леж ат на параболе, то их координаты должны 
удовлетворять её уравнению (24), т. е.

у\ =  2 р х іг 
у\ =  2 p x f .

(25)
(26)

С другой стороны, прям ая линия М ХМ 2 пмеет угловой коэффи
циент к , что даёт нам соотношение (гл. I I ,  § 11):

. У і - У і (27)
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Наконец, заметив, что точка М  является серединой отрезка 
получим:

х  =  . (28)

У =  Ѵ- ^ .  (29 )

Чтобы получить уравнение геометрического места середин 
хорд, нужно установить зависимость между текущими коор-.. 
динатами х , у  и постоянными величинами к, р , для чего сле
дует из пяти соотношений (25)—(29) исключить четыре вспомо
гательные величины х х, х г, у ,, т /,.С  этой целью, вычитая ра
венство (25) из равенства (26), найдём:

У\ — у \ =  1 р {х г — х J  или {yt — y l) ( y l +  y t ) = 2 p { x t —  х ,) .

Внося в последнее равенство, согласно (29), вместо суммы 
Ух+Уі её значение 2у ,  а вследствие (27) вместо разности У ъ ~ ух 
её выражение к  (х ,—х х), мы придадим ему вид

* (я. — * і )  2У =  2Р  (ж. -  *і); 
сокращая на 2 (x t — x 1), получим окончательно:

к у  =  р,

от куда
(30)

У равнение (30) изображает диаметр пара- 
х болы, делящий пополам хорды с угловым 

коэффициентом к. Такой диаметр парабо
лы назовём сопряжённым хордам с угло-. 
вым коэффициентом к. К ак  видно из урав
нения (30), все диаметры параболы парал
лельны между собой, так как  имеют один 

Черт. 58. и тог же угловой коэффициент А:' =  0
(черт. 58).

Вообще говоря, угол между хордами параболы и сопряж ён
ным с ними диаметром отличен от прямого; тангенс этого угла 
есть к. Этот угол будет прямым, если к =  со; тогда уравнение 
диаметра (30) будет у — 0 , т. е. диаметр совпадает с осью Ох. 
И так, у параболы имеется один диаметр (ось Ох), перпендику
лярный к своим сопряжённым хордам. Такой диаметр называют
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главным диаметром параболы (осью симметрии). Т ак  как все 
диаметры параболы параллельны между собой, то у параболы 
ист сопряжённых диаметров.

§ 8 . К асател ьн ая . Рассмотрим точку М ( х 0, у 0) на кони
ческом сечении (эллипсе, гиперболе или п араболе)и  проведём 
через неё секущую М М ' (черт. 59). Эта секущ ая пересекает 
коническое сечение в двух точках: М  и М '. О ставляя точку М  
неподвижной, заставим вторую точку пересечения М ' неогра
ниченно приближаться к точке М , следуя по коническому 
сечению. П ри этом секущ ая М М '  бу
дет вращ аться около точки М  и то 
предельное полож ение, которое займёт 
секущая, когда точка М ' сольётся с М , 
называется касательной к коническому 
сечению в точке М .  Точка М  называется 
точкой прикосновения .У  равнение каса
тельной как  прямой, проходящей через 
точку М  (z0, у 0), будет (гл. I I ,  § 9):

у - У о  =  к ( х - х 0), (3 1 )

где к  есть угловой коэффициент касательной в точке М , под
лежащий определению. Чтобы определить к , обозначим коор
динаты точки М ' через х 0-\- к , у 0+ 1 ;  тогда угловой коэффи
циент секущей М М '  как  прямой, проходящей через две точки
М ( х 0, у 0) и М '( х Л +  /і, У о + 0 ,  будет (гл. I I ,  §11). Угловой

же коэффициент к  касательной будет пределом , когда h 
стремится к нулю (точка М '  стремится к точке М ), т. е.

lim
/1 - 0 л •

Т ак  как  h и I суть приращ ения соответственно абсциссы 
и ординаты точки М  конического сечения, то к  является 
пределом отношения приращ ения ординаты (функции) к  при
ращению абсциссы (независимого переменного), когда это по
следнее стремится к нулю. Из дифференциального исчисления 
известно, что такой предел есть производная ет ординаты у  
по абсциссе х ,  взятая  для точки М  (я0, у ь), т. е.



где значок в указы вает, что значение производной нужно брать 
для точки (х0, у 0). Зависимость ж е функции у  от независимого 
переменного х  задаётся уравнением конического сечения.

П р и м е р  1. Составить уравнение касательной к эллипсу — -р — =  іа 1 А4 •
в точке (х0, уа).

Дифференцируя уравнение эллипса, получим:

2 х ,  2 у ,  d y  Ь’-х
- d x  +  - d y  =  0 . откуда

Следовательно, к — =  — <^Г°' УРавнение касательной будет:

Умножая на получим:
О

У У о _ У о _  х х о I ХЪ .  й х х о , УУо_ *о , Уо
Ь* Ь* а* а 2’ а» г  Ь* а 1+ Ь2 '

і
Так как точка (х0, у 0) лежит на эллипсе, то правая часть послед

него уравнения равна 1 , и уравнение касательной примет вид

* * о  , УУо . 
a J Ь4

П р и м е р  2. Составить уравнение касательной к гиперболе

=  1 в точке (хо. Уо)-

Аналогично примеру 1 получим уравнение касательной к гиперболе 
в виде

** о  у  У  Г, . 
а 2 Ь> =

Посмоурим, во что обратится уравнение касательной к гиперболе, если 
точка (х0, у0) удалится в бесконечность. Перепишем уравнение каса
тельной в виде

4<« =  —— х ----
а 2 У о У о

и заметим, что (х0, у0) удовлетворяет условию

g - g - l .  откуда | = р  +  £

Заставляя теперь точку (хв, уа) удаляться в бесконечность, следуя по 
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гиперболе, получим, переходя к пределу в последнем равенстве:

1іт(й)*=£ ’ или [ИтйГ=£ откуда Итй=±т 4
Уравнение касательной в пределе примет вид

4* f  , * А , 4
y ^ H * \ ± T x ) t или

Ото суть уравнения двух асимптот гиперболы. Таким образом, когда 
точка прикосновения удаляет ся в бесконечность, к а с а т ел ь н а я  стремится  
к полож ению асимптоты гиперболы.

П р и м е р  3. Составить уравнение касательной к парабоде у%=  2р х  
в точке (х0, у0).

Дифференцируя уравнение параболы, найдём:

Чу d y  — Чр d x ,  или ^  ;
d x  у

Следовательно, к = ~ ,  и уравнение касательной будет:
Уо

У - У о  =  ~- ( * - * » ) .
Уо

или, умножая на у0,
УУо— УІ =  Рх  —  Рх о-

Так как точка (х 0, у 0) лежит на параболе, то её  координаты удовле
творяют уравнению параболы у І  =  2р х0 . Заменяя в уравнении касатель
ной у і  его значоі.ием, найдём:

y y t  = р і  +  р х 0, ИЛИ УУ0 =  р  ( х  +  Xg).

Угловой коэффициент касательной в точке М а (х0, у 0) кони
ческого сечения (эллипса, гиперболы, параболы ) возможно 
определить, не прим еняя дифференциального исчисления. 
С этой целью заметим, что направление касательной к кониче
скому сечению в точке М 0 совпадает с направлением хорд, со
пряжённых диаметру, проходящ ему через точку М а. Следо
вательно, из условия сопряжённости (17 ') в случае эллипса 
получим угловой коэффициент к  касательной в точке Л/„, 
если заменим в нём к ' через угловой коэффициент диаметра,
проходящего через точку заметив, что к ' =  ^  , получим:

а Уо

Аналогично для гиперболы из условия (21 ') найдём угловой 
коэффициент касательной к ней в точке М а (хв, у 0):

, 4*х0



Наконец, в случае параболы угловой коэффициент к  к аса
тельной в точке М 0 определится из условия прохождения её
диаметра, имеющего уравнение (30) у  =  Р~1 через точку Л/0,

т - е .  y 0 =  Y ’ о т к Уда

§ 9. Эллипс как проекция окруж ности. Пусть дан эллипо 
своим уравнением относительно осей симметрии

5 + { - і  < « > * > •

Рассмотрим уравнение окружности

описанной около эллипса (черт. 60). 
Черт. 60. Назовём две точки М  и М \  лежащие

соответственно на эллипсе и окруж ности, 
соответствующими точками, если они имеют одну и ту же 
абсциссу ОР и леж ат по одну и ту ж е сторону от оси О х .
О бозначая их общую абсциссу ОР через х ,  ординаты Р М  и
Р М '  через у  и Y , имеем:

*5 +  у! _ і f! і Z ! _ i
а* а* а* 1

Сравнив два последние уравнения, заключаем, что

УІ =  Х1
Ь3 а* »

или, реш ая это уравнение относительно г/я, получаем:

откуда окончательно

Т ак как  <  1, то мы вправе положить

п зав и си м ост ь  м е ж д у  о р д и н а т а м и  со о т в ет ст в у ю щ и х  точ ек  п р е д 
ст а в и т ся  в ви де

у — Y  cos (р.
Последняя формула показы ва

ет, что отрезок Р М  =  у  может быть 
рассматриваем как  проекция от
резка P M '= Y  (черт. 60), если угол 
между этими отрезками принят 
равным <р.

О т сю да  с л е д у е т , что есл и  н о - Черт. 61,
м ест и т ь  о к р у ж н о с т ь  в п л о ск о ст и ,
н а к л о н ён н о й  к  п л о ск о ст и  эл л и п с а  п о д  у г л о м  <р, то  эл л и п с  б у д е т  
я в л я т ь ся  о р т о г о н а л ь н о й  п р о ек ц и ей  эт о й  о к р у ж н о с т и  (ч ер т . 61)_

У пражнения
О к р у ж н о с т ь

I .  Написать уравнение окружности, эная, что:
a) центр окружности лежит в точке ( — 2, — 3) и радиус её ране» 

3 единицам длины;
b) центр лежит в точке (2, — 3) и окружность проходит через точку 

(5, 1);
c) концы одного из диаметров имеют координаты (3, 9) и (7, 3).
2 * . Найти уравнение окружности, проходящей через точки (9, 3), 

( - 3 ,  3), (11, 1).
3* . Какие значения должны иметь коэффициенты уравнения

А х 2-+ В х у  +  С у1 +  Dx  +  Е у  +  F  =  0,

чтобы это уравнение выражало уравнение окружности радиуса 5 с центром; 
в точке (3, 2)?

4* . Определить координаты центра и радиус окружности, выражае
мой уравнением: а) х г +  у г —  4x 4- 2у +  1 =  0; b) 2х> +  2у* +  5х —  З у 4 -2  =  0;
с) х г 4- у 2 — 6х  — 7 =  0.

б . Найти уравнение окружности, касающейся осей координат на. 
расстояниях а единиц масштаба от начала координат.

6 . Найти уравнение окружности, касающейся оси Оу в начале коор
динат и пересекающей ось Ох в точке (6, 0) .

7. Найти уравнение окружности, касающейся оси Ох в начале коор
динат и пересекающей ось Оу в точке (0, — 8)і

8 . Найти уравнение окружности, касающейся оси Ох в точке ( — 5, 0) 
и имеющей радиус, равный 3 единицам длины.

9* . Найти уравнение окружности, центр которой лежит в то ж е  
(4, 7) и которая касается прямой Зх  — 4 у + 1  =  0.

10*. Вывести уравнение касательной к окружности (х  — o )5-f- 
+  ( у  — Ь У = Р  в точке (х0, у а) .

I I . Составить уравнение касательной к окружности х3 4- з/2 =  г г 
в точке (х0, у0).

12. Написать уравнение касательной к окружности (х 4 -1 )24- 
+  (у — З)2 =  25 в точке (3, 6).

13*. Найти уравнения касательных к окружности **+  у* =  Ю, про
ходящих через точку ( — 5, — 5).
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14. Найти уравнения касательных к окружности у 2 =  5, прохо
дящих через точку ( — 7, 1).

16*. Найти касательные к окружности х*-f t/1 =  13, параллельные 
прямой 4x-f-6y— 5 =  0.

10*. Найти длину (d ) касательной, проведённой из точки М  (7, 8)  
к  окружности (х — 2)2 -|- (у — 3 )2 = 1 4 .

17. Найти длину Id) касательной, проведённой из точка М  (6, — 3) 
и окружности ( х + 1 )2 +  ( і / - 5 )2 =  32.

Э л л и п с

Ч Л 8. Составить простейшее уравнение эллипса, зная, что: 
а) полуоси его равны соответственно 5 и 4;

—Ь) расстояние между фокусами равно 8 и большая ось равна 10; 
с) малая полуось равна 2 и расстояние между фокусами равно 6;

 d) большая полуось равна 10 и эксцентриситет равен 0,6;
е) малая полуось равна 6 и эксцентриситет равен 0,8; 

w  f) эксцентриситет равен 0,8 и расстояние между фокусами равно 8;
д) сумма полуосей равна 10 и расстояние между фокусами равно 4 ]/^5.
19. Ііайги длины осей эллипса 16х2-|-25у2 =  400; вычислить также 

координаты его фокусов и эксцентриситет.
20. Определить эксцентриситет эллипса, если:
a) расстояние между его фокусами видно ив конца малой оси под 

прямым углом;
b ) расстояние между фокусами равно расстоянию между концами 

большой и малой осей;
c) его большая ось втрое больше малой;
d) его оси относятся, как 5 : 3.
21. Дан эксцентриситет эллипса е. Найти отношение его полу

осей .
ѵ /22. Эллипс касается оси ординат в начале координат, а центр его 

находится в точке (5, 0). Составить уравнение эллипса, вная, что эксцен
триситет его равен 0,6.

23 . Эллипс касается оси абсцисс в точке (8, 0) и оси ординат в точке
(0, — 5). Написать уравнение эллипса, если известно, что оси его парал
лельны осям координат.

Ѵ-24. Эллипс касается оси ординат в точке (0, 5) и пересекает ось аб
сцисс в точках (5, 0) и (11, 0).Составить уравнение эллипса, если известно, 
что оси его параллельны осям координат.

*’ У* •25. Сколько касательных к эллипсу — +  2—= 1  можно провести из
у 4

точки ( 1 , 1 ), сколько из точки (3, 1) и сколько из точки (0, 2)?
а*з уі

26 . Написать уравнение касательной к эллипсу, ^  ^  =  1 в точке

( - 3 ,  3).
х"427. Известно,.что прямая 2х — 5у — 3 0 =  Окасаетсн эллипса—  -f- . =  1.
75 24

Найти их точку прикосновения.
28*. Найти уравнения касательных, проведённых из точки (4, — 1)

X'
к эллипсу +  % -= 1 .

О О
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Х̂  1/̂29 . Найти касательные к эллипсу +  =  1, проходящие через

точку ( 1 , 6).
1/*30* . Найти касательные к эллипсу =  1, параллельные прямой

6х — 2 у — 5 =  0.

31. Найти касательные к эллипсу — -f-2-.=  i ,  перпендикулярные
6 О

к прямой х —у +  5 = 0 .
х^ и*82. Написать уравнения директрис эллипса — -f g - =  1.
96 32

33. Написать уравнение эллипса, малая полуось которого равна 
2 У Ж  и директрисами которого служат прямые x =  -J-10.

34. Найти уравнение эллипса, расстояние между фокусами которого 
равняется 2 и расстояние между директрисами 10 .

35. Найти эксцентриситет эллипса, если расстояние между его ди
ректрисами в три раза больше расстояния между фокусами.

36. Расстояние между директрисами эллипса равняется 36. Найти 
уравнение этого эллипса, зная, что фокальные радиусы-векторы некото
рой его точки равны 9 и 15.

37. Расстояние между фокусами эллипса равно 8 , расстояние 
между его директрисами равно 12,5. Найти простейшее уравнение это
го эллипса.

Х̂  1/̂
88* . Дан эллипс — +  -,- =  1 Через точку (1, 1) провести хорду, деля-

О D

іцуюся в этой точке пополам.

89. Д ан эллипс — +  ^ -= 1 -  Через точку (2, — 1) провести хорду,
о О

делящуюся в этой точке пополам.
ж2 V140. Найти длину диаметра эллипса +  направленного по

биссектрисе второго координатного угла.
х2 О241*. Доказать, что касательные к эллипсу— -1 -^ =  1, проведенные

в концах одного и того же диаметра, параллельны.

42. Найти уравнения дидмотров эллиг.са х 2 +  -^ -=  1, длина которых 

равна 2] / 5 .
43. Найти угол между двумя сопряжёнными диаметрами эллипса

д;2
— =  1, из которых один наклонён к большой оси под углом в 30°. 
С I

44. Найти для э л л и п с а - - ) -  £ -  =  1 направления и длипы двух со-
о 4

пряжённых диаметров, из которых один проходит через точку (4, 2).
х2 у 2

45. Определить длины сопряжённых диаметров эллипса-g- +  -^ -=  1, 

которые образуют между собой угол в 60°
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46*. Найти уравнения равных сопряжённых диаметров эллипса 

а» ^  Ь%
47. Написать уравнения двух равных сопряжённых диаметров 

эллипса

^  +  £ - = 1.1 9

48. Найти угол между двумя равными сопряжёнными диаметрами
эллипса

51 _L ’̂ 1 -  j 
6 +  2

49*. Отрезок постоянной длины скользит своими концами по сто
ронам прямого угла. Определить кривую, описываемую любой точкой М ,  
лежащей на этом отрезке.

х* ѵ360. Найти простейшее полярное уравнение эллипса -^- 4|- = 1 .

Г и п е р б о л а

51. Составить простейшее уравнение гиперболы, 8ная, что:
а) полуоси её равіца соответственно 5 и 4 единицам длины;

—  -Ь) расстояние между фокусами равно 14, а расстояние между вер
шинами 12 ;

с) действительная полуось равна 5 и эксцентриситет равен 1,4;
4

~ 'd) расстояние м^жду фокусами равно 16 и эксцентриситет равен — ,-
О

е) действительная полуось равна У 15 и гипербола проходит через 
точку (5, — 2); __

—— f) гипербола проходит через точки ( 2 ^ 7 , — 3) и ( — 7 , — 6^ 2).
62. Найти длины осей гиперболы 25я*— 144у2= 3  600; вычислить 

также координаты её фокусов и эксцентриситет.
53. Найти зависимость между эксцентриситетом гиперболы и углом  

между её асимптотами.
1/*

64. Найти уравнения диаметров гиперболы х2— ^ - =  1, длина ко

торых равна 2 У  5.
. j  я

55. На г и п е р б о л е ^ — ^ - =  1 пзпта точка, абсцисса которой равна

8 и ордината положительна. Вычислить фокальные радиусы-векторы этой 
точки.

X* V*
66. Дан эллипс — -J-^ - =  l . Найти уравнение гиперболы, вер- 

8 5
шины которой находятся в фокусах, -а фокусы—в вершинах данного 
эллипса.
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X* t/*
67. Найти касательные к гиперболе --Q— ^ - =  1 в точках пере

сечения её с прямой З х — 5 у = 0 .
9 X2 V2

5 8 .  Найти касательные к гиперболе -----^ - =  1, проходящие через

точку ( 2 , 1) .
X® t/3

69. Найти касательные к гиперболе - ----- =  1, параллельные
4 5

прямой Зх — 2у =  0.
_ х* ѵ360. Доказать, что для гиперболы-г- — *; == 1 произведение рас-

а л о
стояний от фокусов до касательной равно Ь! .

61. Доказать, что асимптоты равнобочной гиперболы делят попо
лам углы между её сопряжёнными диаметрами.

х* «і
62. Найти расстояние фокуса гиперболы —  — f r  =  1 от асимптоты.а 1 о
63. Даны параметр р  и эксцентриситет s гиперболы. Найти полуоси.
64. Гипербола касается прямой х—у —3 = 0  в точке (5, 2). Соста

вить уравнение этой гиперболы.
х®

65. Найти касательные к гиперболе —--------- =  1, перпендикуляр

ные к прямой х  2у— 3 = 0 .
(jij} Найти уравнение гиперболы, зная, что расстояние между её 

директрисами равно 6 , а расстояние между фокусами 10 .
67. Найти эксцентриситет гиперболы, если известно, что расстоя

ние между её директрисами в три раза меньше расстояния между фокусами.
68. Найти уравнения двух сопряжённых диаметров гиперболы

X ̂  ty®
-g 1, угол между которыми равен 45°.

X*
69*. Дана гипербола —  — j = l .  Найти уравнение диаметра, длина 

которого равна 2 У  29.

©  Дана гипербола ^ ------Ч—= \. Написать уравнение её асимп

т о т .^
171 ,  Найти уравнение гиперболы, если известно, что;

/  а) а = 6  и директрисы даны уравнениями х  =  2;

асимптоты даны уравнениями у =  і  х 11 расстояние между

фокусами равно 10;
3

с) асимптоты даны уравнениями у  =  ± - ^ - х  и гипербола проходит
и

череа точку ( 10, — 3 у^З).
у72*. Чему равен эксшщтриситет гиперболы, если угол между её 

асимптотами равен: а) 90°;ц>у60в?
73*. Доьаяать, что произведение расстояний любой точки гипер

болы до асимптот есть величина постоянная.
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74. Состапить уравнение касательной к гиперболе х у —т  в точке 
(*о. Уо)-

П а р а б о л а

(75)  Составить уравнение параболы, анап, что: 
а) осью симметрии параболы служит ось Ох, вершина лежит в начало 

координат и расстопние от фокуса до вершины равно 4 единицам длины;
г Ь) парабола симметрична относительно оси Ох, проходит через 

точку (2, — 4) и вершина её лежит в начале координат;
с) парабола симметрична относительно оси Ох, проходит через 

точку (— 2, 4) и вершина её лежит в начале координат;
^Ц_иарабола симметрична относительно оси Оу, фокус лежит в точке 

(О, 3) и вершина совпадает с началом координат;
е) парабола симметрична относительно оси Оу, проходит через тбчку 

(4, 2) и вершина её лежит в начале координат;
Г) парабола симметрична относительно оси Оу, проходит через точку 

(— 4, — 2) и вершина совпадает с началом координат;
g) фокус имеет координаты (3, 0), директриса служит осью ординат и 

ось симметрии—осью абсцисс;
hL Фокус имеет координаты (0, 3), директриса служит осью абсцисс 

и осъсимметрии— осью ординат.
Составить уравнение параболы, зная, что вершина её лежит 

в точке (а, Ь), параметр равен р  и направление оси симметрии совпадает;
a) с положительным направлением оси Ох;
b) с отрицательным направлением оси Ох;
c) с положительным направлением оси Оу;

М . с  отрицательным направлением оси Оу.
77*. Доказать, что кривые, выражаемые уравнениями)

а) у = А х г + В х  +  С; b) х =  М у 1 +  N y  +  Р,

суть параболы. Найти также координаты вершин этих парабол, плра- 
метрцлг направления осей симметрии.

( jo )  Определить координаты вершины, параметр и направление оси 
симметрии, если парабола задана уравнением:

а) у = 2х г— 4 я + 8 ;  ^Ь) у — 10д— х г; с) х = у '  -f Ьу +  3.

79. Найти длину хорды, проходящей через фокус параболы t/2—2р х  
и перпендикулярной к её оси симметрии.

80*. Дана парабола у * = 6х. Через точку (4, 1) провести такую хорду, 
которая делилась бы в этой точке пополам.

81. Дана парабола у 2= — 8х. Через точку (1, — 1} провести такую 
хорду, которая в этой точке делилась бы пополам.

82. Найти уравнения диаметров параболы у 2= 8х ,  сопряжённых 
с хордами, наклонёнными к ним под углом в 45°.

83 . Дана парабола у 2= \ 0 х .  Найти к этой параболе касательные 
в точках, в которых она пересекается с прямой у =  4г—5.

84. Найти такую точку на параболе у 2= 12х ,  чтобы касательная 
в ней образовывала с осью симметрии параболы угол в 30°.

85. Найти касательные к параболе у г= \ х ,  проходящие через точку 
(3, - 4 ) .
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86. Найти уравнение касательной к параболе у’ *» 16і, которая была 
бы: а) параллельна прямой 2х—у + 5 = 0 ;  Ь) перпендикулярна к прямой
х —у— 7 =  0.

87. Найти геометрическое место центров кругов, проходящих через 
данную точку и касающихся данной прямой.

Г Л А В А  V

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ. К Л А С С И Ф И К А Ц И Я
Л И Н И Й

• і  4
§ 1. Задача преобразования координат. Положение точки 

на плоскости определяется двумя координатами относительно 
некоторой системы координат. Координаты точки изморятся, 
если мы выберем другую систему координат. Задача преобра
зования координат состоит в том, чтобы, 
зная координаты точки в одной системе 
координат, найти ее координаты, в дИу^ 

с и с т е м е ,  Эта задача будет разреш ена, 
если мы установим формулы, связываю
щие координаты произвольной точкп по 
двум системам, причём в коэффициенты 
зтих формул войдут постоянные величи
ны, определяющие взаимное положение Черт. 62. 
систем.

Пусть даны две декартовы системы координат хОу и X O 'Y  
(черт. 62). Положение новой системы X O 'Y  относительно ста
рой системы хОу будет определено, если известны координаты 
а и 6 нового начала О ' по старой системе и угол а между поло
жительными направлениями осей Ох и О 'Х , т. е. угол, на 
который нужно повернуть около точки О старую систему, 
чтобы направления её осей совпали с направлениями но
вых осей.

Обозначим через х  и у  координаты произвольной точки М  
относительно старой системы, через А и У — координаты той ж е 
точки относительно новой системы. Н аш а задача заклю чается 
в том, чтобы старые координаты х  ѵі у  выразить через 
новые А и У. В полученные формулы преобразования долж
ны, очевидно, входить постоянные а , 6 и а. Решение этой 
общей задачи мы получим из рассмотрения двух частных 
случаев.

1 . М еняе.тг.я начало координат . направления оісе осей 
остаются неизменны,ми (” - " п)

2. Меняются направления осей, начало же координат  
остаётся неизменным  (а =  6 —и). -----------------

\
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§ 2. Перепое начала координат. Пусть даны две системы 
декартовых координат с разными началами О и О ' и одинако
выми направлениями осей (черт. 63). Обозначим через « и Ь 
координаты нового начала О ' по старой системе и через х , у  
и X , Y —координаты произвольной точки М  соответственно 
по старой и новой системам. П роектируя точку М  на оси О 'Х  
и Ох, а такж е точку О ’ на ось Ох, получим на оси Ох три 
точки О, А  и Р , между которыми существует соотношение 
(гл . I , §2 )

ОА +  А Р  =  О Р. ( 1 )

Заметив, что О А  =  а, ОР  =  х , А Р  =  0 'Р '  =  Х ,  перепишем ра- 

»

!
н

венство ( 1 ) в виде

а - \-Х  — х ,  или х  =  Х - \-а .  (2)

Черт. 63.
а х . <

Аналогично, проектируя М  и О ' на ось 
ординат, получим:

y  =  Y + b .  (3)

И так, старая координата равна новой 
плюс координата нового начала по старой системе.

Из формул (2) и (3), обратно, новые координаты можно 
вы разить через старые:

Х  =  х - а ,  (2')

Y  =  y - b .  (3')

§ 3. Поворот осей координат.
П усть даны две декартовы систе
мы координат с одинаковым нача
лом О и разными направлениями 
Осей (черт. 64). Пусть а есть 
угол поворота новой системы относительно старой; обозна
чим через х , у  и X ,  Y  координаты произвольной точки М  
соответственно по старой и новой системам. Н а черт. 64 
х  =  О Р, у = Р М ,Х  =  О Р ', Y = Р ' М .

Рассмотрим ломаную линию О Р 'М Р  и возьмём её проекцию 
на ось Ох. Замечая, что проекция ломаной линии равна прое-'-

%

ции замыкающей (гл . I , § 7), имеем:

пр. ОР' М Р  =  пр JOP =  ОР. (4)

С другой стороны, проекция ломаной линии равна сумме проек
ций её звеньев (гл. I ,  § 7), следовательно, равенство (4) зап и 
ш ется так:

пр. О Р ' +  пр. Р 'М  +  пр. М Р - O P .  (4 ')

Т ак  как  п р о екц и я  отрезка равна самому отрезку, умножен
ному—па косинус у гл а ме_;кду.„.доложіи,ельньіми лшлрдшш-. 
ниями оси проекций и той прямой, на которой лежит отре
зок  (гл . 1 , § /) ,  то -------- -—-----------

пр .O P ' =  X  соз а, пр . Р ' М. =  Y  cos (90° а) =  — Y  sin a,

пр. М Р  =  0.
Отсюда равенство (4 ' )  нам даёт: •

xt= X c o 3 «  — Y  s in a . (5 )

А налогично, проектируя ту же л о м а т ю  на ооь Оу, полу
чим формулу для  у . В самом деле, имеем:

пр. О Р' +  пр. Р 'М  -(- пр. М Р  =  пр. ОР =  0.

Заметив, что

пр. OP' =  X  соз (90° — а) =  X  sin а, пр. Р 'М  =  Y  соз а, 

пр. М Р =  — у,
будем иметь:

X  sin а - f  Y  соз а — у  =  0,
или

у  =  X  sin a -f- У cos а. (6 )

Из формул (5) /" (б )  мы получим новые координаты X  и Y  
выраженными через старые х  и у ,  если разреш им уравнения
(5) и (6 ) относительно X  и Y .

З а м е ч а н и е .  Формулы (5) и (6 ) могут быть непосред
ственно геометрически истолкованы. Действительно, из чер
тежа 65 находим:

х  —
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С другой стороны, из прямоугольного треугольника OSP'x 

OS =  OP' co s  a =  X  cos a; . 

а из треугольника M P 'N :

P S  —  N P ' —  Y  s in  a .

П одставляя значения OS н P S  в формулу для x , мы получим: 

х  =  X  co s a — Y  s in  a.

Аналогично из черт. 65 находим:

у  =  Т М  =TPN +  Т Ш .

Из прямоугольного треугольника O S P ' получаем:

P N  =  S P '  =  X  s in  a,

а из треугольника M P ’N:

N M  — Y  соз а.

П одставляя значения P N  и N М  
х в формулу для  у, получим:

Черт. 65. у  =  X  s in  a +  У co s а.

§ 4. Общий случай. Пусть даны две декартовы системы 
координат с разными началами и разными направлениями 
осей (черт. 6 6 ). Обозначим через а 
и b координаты нового начала О' по 
старой системе, через a — угол пово
рота новой системы и , наконец, че
рез х , у  и X ,  Y  — координаты  п ро
извольной точки М  соответственно по 
старой и новой системе.

Чтобы выразить х  и у  через X  и У, 
введём вспомогательную систему коор
динат х 'О 'у ' , начало которой поместим 
в новом начале О ', а направления осей Черт. 66.
возьмём совпадающими с направлени
ями старых осей. Пусть х '  и у '  обозначают координаты 
точки М  относительно этой вспомогательной системы. П ере
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ходя от старой системы координат к вспомогательной, имеем 
(§ 2 ):

х  =  х '  +  а, у  =  у ’ +  Ь.

П ереходя, далее, от вспомогательной системы координат к но
вой, найдём (§3) :

х ' — X  cos а — Y  sin a, 

y'  =  A s i n a  +  y  cos a.

Зам еняя x '  n у '  в предыдущих формулах их выражениями пэ 
последних формул, найдём окончательно:

^  х  — Х cos а — У sin a а, )
y ^ s i n a + y c o s a - f f e .  J  |  ^

Формулы ( I ) содержат как  частный случай формулы § 2 иЗ . 
Т ак , при a =  0 формулы ( I ) обращаются в

z  =  X  +  a, y =  Y -+ b ,
Н

а при а =  b =  0 имеем:

z  =  X c o s a  — У sin а , у =  X  s i n a - f  У cos х..

Из формул (I) мы получим новые координаты X  a Y  выра
женными через старые х н у ,  если уравнения (I) разрешим 
относительно X  и У.

Отметим весьма важное свойство формул (I): они суть пер
вой степени относительно X  и У, т. е. вида

x  =  A X  +  B Y  +  C,  у =  А 1А +  В 1У +  С1.

Обратно, новые координаты X  и У выразятся через старые 
х н у  формулами того же вида.

§ 5. Механическое истолкование формул преобразования 
координат. Вообразим себе, что точка М  (черт. 67) неизменно 
связана с новой системой Х О 'У ,  и совместим л ту систему 
координат со старой системой. Тогда точка М ' (изложение, 
занятое точкой М )  будет иметь относительно старой системы 
координаты X  и У. Итак, мы будем иметь две точки М '  и М , 
координаты которых X ,  У и х , у  относительно одной ц той же 
старой системы связаны формулами (I) (черт. 67).
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Чтобы перевести точку М '  в точку Л/, очевидно, нужно 
сперва повернуть её радиус-вектор О М ' на угол а около точки О, 
а затем передвинуть её параллельно оси Ох на расстояние а 

д п параллельно оси Оу на расстояние Ь.
Таким образом, формулы ( I ), будучи от

несены к  одной декартовой системе коор
динат, связывают между собой координаты 
двух точек М '  (X , Y )  и М  (х , у ) ,  из кото
рых вторая получается пз первой точки 
путём указанного движения.

Очевидно, формулы § 2  выражают лишь 
поступательное движение, а формулы § 3 —

г  одно вращательное движение.
П р и м е р  1. Дано уравнение х*— у* +  2х — 

— 4t/ — 7 = 0 ;  преобразовать его так, чтобы оно 
не содержало членов первого измерения.

Перенесём начало координат в точку (а, 6), пока произвольную. 
Формулы преобразования суть:

х =  X  +  а, у  =  У +  6.

Подставляя в данное уравнение вместо х и у их выражения через X  и У, 
найдём*

(Х +  а ) * - ( У  +  6)* +  2 ( Х  +  а ) - 4 ( Г  +  6 ) - 7  =  й

Раскрываем скобки и делаем приведение подобных членов;

Х ‘ — У1 +  2(0  +  1) X  —  2 ( 6 + 2 )  У +  <*« — 6* +  2а — 46 — 7 = 0 .

Гак как а и 6 произвольны, то выберем их так, чтобы исчезли члены 
с X ' и У'. Для этого нужно положить

а + 1  =  0, 6 +  2 =  0,

откуда а = — 1 , 6  =  — 2. Внося эти значения в преобразованное уравне
ние, получим:

X 1 — У* — 4 =  0.

Очевидно, полученное уравнение изображает
гиперболу

Р  у,_і
4 4

для которой новые оси координат являются Черт. 68.
осями симметрии (черт. 68). Следовательно,
данное уравнение изображает оту же гиперболу относительно ста
рых осей.

П р и м е р  2. Дано уравнение х* +  х у + у 2 — 1 =  0; преобразовать 
его так, чтобы оно не содержало члена с произведением координат.
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Повернём систему координат на угол а, пока произвольный. Фор
мулы преобразования (§ 3) суть:

х =  Х  c o s a — У sin а, 
у  =  X  sin а +  У cos а.

Подставляя в данное уравнение вместо х и у их выражения через X  и У, 
найдём:

( X  cos а — У sin а У +  (X cos а — У sin а) ( X  sin а +  У COS а )  +  .

+  ( X  sin a +  У cos а)*— 1 =  0.

Раскрываем скобки и делаем приведение подобных членов;

X *  (COS1 а +  sin a COS a +  s i n 2 а )  +  X Y  (cos1 a — sin3 a )  +

+  У* (s in 3a — sin a cos а +  cos3 a) — 1 = 0 .

Так как угол а произволен, то выберем его так, чтобы исчез член с X Y .  
Для этого нужно положить;

С083а — sin 3 а =  0, или tg3 з =  1,
откуда

tg a  =  ± l .

Возьмём одно из значений tg а, например tg  а = — 1. Преобразован
ное уравнение разделим на cos4 а, чтобы его коэффициенты выразить 
через tg a . Получим:

X « ( l  +  tg a  +  tg*a) +  y 3 ( t g 3a - t g a  +  l ) - - ?A _  = 0 ,  

или, замечал, что

1 sin1 а +  cos3 а л , , 4
О Т ---------- c o s ‘ а  ** »» +  І.

и заменяя tg a  через — 1, окончательно получим,

X s +  ЗУ3 =  2.

Это уравнение изображает эллипс

£ -’ +  ! !  =  1 
2 + 2_

3

для которого новые оси координат являются осями симметрии.
Уравнение оси О Х  (ось симметрии эллипса), ка^ прямой, проходящей 

через начало координат с угловым коэффициентом А =  —1, будет у =  — л.
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Построив новые оси, мы можем начертить эллипс (черт. 69): следо
вательно, данное уравнение изображает этот же эллипс относительно 

старых осей координат.
П р и м е р  3. Дано уравнение

і ! — х у  +  у3 — 2х  -f  4 у — 0;

преобразовать его так, чтобы оно не содержало 
ни членов первого измерения, ни члена с ху .

Чтобы уничтожить члены первого измерения, 
перонесём начало координат в точку О (а, 4), покэ 
произвольную. Формулы преобразования суть:

Черт. 69. х =  Х  + а ,  у  = Y  +  Ь

Подставляя эти значения х  и у  в давное уравнение, получим:

(Х  +  а)3_ ( Х  +  а) ( у  +  6) +  ( У + 6 ) 3- 2 ( Х  +  а) +  4 (У  +  6} =  0.

Раскрывая скобки и делая приведение подобных членов, будем иметь:

X ' - X Y  +  Y 1 +  (2а — 6 — 2) X  +  (— а +  26 +  4) У +

+  а3 — аЪ +  Ъ‘ —  2а +  4 6 =  0.

Положим 2а — Ь — 2 =  0, — а +  26 +  4 =  0, откуда а =  0, 6 =  — 2. Внеся 
найденные значения а и 6 в уравнение, получим:

А'3 — Х У  +  У 1— 4 =  0.

Чтобы уничтожить член с X Y ,  повернём теперь систему координат 
на угол а, пока произвольный. Формулы преобразования суть:

X  =  Х ’ COS а — У' sin а , У =  Х '  sin  з +  У' СОЗ а.

Подставляя их в последнее уравнение, получим:

(X ' cos а — У' sin а)1 — ( X '  cos а — У' sin a) ( X '  sin a +  Y '  cos з) +
+  ( X '  sin а +  У' cos а )3 — 4 =  0.

Раскрывая скобки и делая приведение подобных членов, найдём:

X '* (COS3 3 — sin a COS 3 -)- sin 3 а )  +  X  ' Y '  (s in 3 3 — COS3 a) +
+  Y '1 (s in 3 a - f  sin  3 cos 3 + COS3 a) — 4 = 0 .

Полагаем sin 3 з — соз3 а =  0, откуда tg 2 a =  l  и t g a =  ^  1.
Вовьмём, например, t g a  = — 1. Разделим преобразованное уравне

ние на соз2 а и подставим вместо tg a  его значение — 1. Получим:

или
X '3 (1 — tg а +  t&3 a) +  У ' 2 ( tg 3 a +  tg з +  1) — 4 (tg 3 a +  1) = 0 ,  

ЗХ '3 +  У ' 3 — 4 • 2 =  0, т . e . ЗХ '2+ У ' 3 =  8.

Итак, полученное уравнение изображает эллипс

X ' 3 У '3
8 +  8

для которого новые оси координат О 'Х ' и О'У' являются осями симме
трии. Уравнение оси О 'Х ' (оси симметрии) как прямой, проходящей 
через точку О ' (0, — 2), с  угловым коэффициентом 
к =  — 1 , будет:

или
у +  2 =  — (ж — 0), 

. х  +  у +  2 = 0 .

Чтобы начертить эллипс, нужно сначала по
строить новые оси координат (оси симметрии эл
липса). Для этого строим точку О ' (0, — 2) и пря
мую О 'Х '  по уравнению х + у + 2 = 0  (черт. 70).

Очевидно, данное уравнение изображает этот 
эллипс относительно старых осей хОу.

§ 6 . Некоторые приложения формул преобразования ко
ординат- 1. У р а в н е н и е  р а в н о с т о р о н н е й  г и 
п е р б о л ы  о т н о с и т е л ь н о  а с и м п т о т .

Принимая асимптоты за новые оси координат, мы должны 
повернуть ось симметрии на угол 45°. Формулы преобразования 
будут:

х  =  Х  cos a — Y  sin  a, 
y — X  s in  a -f- Y  cos a)

где a =  —45° (поворот по часовой стрелке), т. e<

х  =  У * ( Х  +  Ѵ ) ,

y = V f { Y - X ) .

Подставляя эти значения x  и у  в уравнение гиперболы я 2 — у 2-.
а‘, получим

І ( Х  +  У)* * ( Г - Х ) *  =  а \

Раскры вая скобки п делая приведение подобных членов, 
получим:

2X Y  — а* а  = И ( 7)
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Это и есть уравнение равносторонней гиперболы , когда осями 
координат служат её асимптоты (черт. 7 f ).

2 . Г е о м е т р  и ч е с к и й о м ы с л  д р о б и  о-л и н е й- 
ы о й  ф у н к ц и и .  Дано уравнение

У -
аж-f 6
cx  +  d, *

Требуется исследовать кривую , изображаемую этим уравне
нием.

Будем считать сФ О, так как  в случае с —0 наше уравнение
изображает, очевидно, прямую 
линию. Разделив числитель и 
знаменатель на с, придадим 
уравнению вид

аж-f В
У =  -х + з '

где положено:

a =  — , p - ± f 8 =  1 .с г с с

Предварительно упростим 
уравнение кривой, перенеся 

начало координат в новую точку плоскости. Пусть коорди
наты нового начала х 0,у„  пока произвольны. Формулы пре
образования сѵть:

х  =  Х  +  х 0, y = Y - \ - y 9. ‘

Подставляя в данное уравнение вместо х  и у  их выражения 
через X  и У, найдём:

( Х  +  х 0 +  Ъ) (Y +  y0) =  a (X  +  z e) 4-p.

Раскрываем скобки и делаем приведение подобных членов:

X Y  +  (Уо — * ) +  (*о +  8) Y  +  (х 0у0 -  а.хЛ - f  8у„ -  р) =  0.

Т ак как  х 0 и у Л произвольны, то выберем их так, чтобы ис
чезли члены с і и У .  Д л я  этого нужно положить уЛ — a =  0, 
х4 +  8 =  0 , откуда

„ - 8 ,  У ' = а ф

I
Внося эти значения в преобразованное уравнение, получим:

jfY  =  B - a 8.

Очевидно, полученное уравнение изображает равностороннюю 
гиперболу, для которой новые оси координат являю тся асимп
тотами (см. предыдущий пример). Следовательно, данное урав
нение изображает равностороннюю гиперболу с центром в 
точке ( х п, у„), асимптоты которой парстлелыш осям коор
динат  (черт. 72).

3. Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  к в а д р а т н о й  
ф у н к ц и и .

Дано уравнение
у  =  а хг -\-bx-\- с.

Требуется исследовать кривую, 
изображаемую этим уравнением.

Предварительно упростим 
уравнение кривой, перенеся 
начало координат в новую точ
ку  плоскости. Пусть коорди
наты нового начала х 9, у 0 пока 
проиввольны. Формулы преоб
разования суть:

*  =  *  +  У =  У  + У 0‘ Черт. 72.

Подставляя в данное уравнение вместо х  и у  их выражения 
через X  и У, найдём:

У - f  у0 =  а (X  +  т 0)* +  6 (X  +  х„) - f  с.

Раскрываем скобки и делаем приведение подобных членов:

У =  а Х г (2ах0 -f- Ь )Х  -f(aa:J-(- 6х0 +  с — у 0).

Т ак  как  х„ и у 9 произвольны, то выберем их так, чтобы 
исчезли члены с я  и свободный. Д л я  этого нужно по? 
дожить:

2ахв -|- b =  0 , .  

ах1 +  Ьх9 +  с - у 0 =  0,
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откуда
ft kac — 6s

X° Та > 2/0 ~  4з '

Внося эти значения в преобразованное уравнение, по
лучим:

Y  =  a X 2.

Очевидно, полученное уравнение изображает параболу, для 
которой новое начало координат является вершиной, а новая

ось ординат служит осью симмет
рии. Следовательно, данное урав- 

У ненае изображает параболу с
вершиной в точке (ха, у„) и осью 
симметрии, расположенной парал
лельно оси Оу (черт. 73).

Д ля  нахождения её вершины 
важно только запомнить, что

х х о = — Ya> °РДината же Уо =  /(*о) 
находится подстановкой значения 
х 0 в уравнение кривой.

Черт. 73. Часто бывает также полезно
для построения кривой у = а х 2 -f  

Ч-fer +  c найти её точки пересечения с осью Ох, полагая у  =  О, 
если только эти точки существуют, т. е. если корни квадратного 
уравнения ах* +  Ъх +  с =  0 действительны.

Заметим ещё, что при а >  0 парабола направлена вверх, 
а при а <  0 вниз.

В приведённом исследовании мы считали а Ф  0; в случае 
а =  0 наше уравнение будет иметь вид

у  — Ьх-\-с

и, значит, ему будет соответствовать прямая линия.
§ 7. Составление формул преобразования координат 

в случае, когда даны уравнения новых осей. Пусть отно
сительно некоторой декартовой системы осей координат хОу 
даны уравнения двух взаимно перпендикулярных прямых 
линий

А х  +  В у  +  С =  0 (8 )
и ■ *

А іх  +  ВіУ f £ ,  =  0, (9)
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которые принимаются за новые оси. Чтобы составить формулы 
преобразования координат, нет необходимости определять синус 
и косинус угла поворота и координаты нового начала. Д ей
ствительно, принимая прямую линию (8 ) за ось О 'Х ,  заклю 
чаем, что уравнение (8 ) должно быть эквивалентно уравнению 
Y  =  0  (уравнение оси О 'Х  в новой системе). Таким образом, 
А х  А- Р.у -\-С и У могут отличаться лишь постоянным множи
телем, т. е.

Y  =  l ( A x  +  B y  +  C). (10)

Чтобы найти величину множителя X, заметим, что, согласно 
формулам (1) § 4, коэффициенты при х  и у ,  равные Х.4 и X#, 
изображают синус и косинус угла а между положительными 
направлениями осей О 'Х  и Ох, а потому сумма их квадратов 
равна 1 , т. е. Х2Л 2 +  Хай 2 =  1 , откуда

и л и

Xs = А* +  В*

Подставляя найденное значение в выражение (10), получим:

У =  ±
А х  +  B y  +  С 

у  А 3 +  В* '
(И )

Эта формула (11) даёт выражение новой ординаты У через 
старые координаты х  и у ,  причём выбор знака определяет собой 
положительное направление осп О 'у '.  Аналогично, принимая 
прямую линию (9) за ось O 'Y ,  найдём:

У^х +  В^у +  С , , (12
1  У л \  +  В \

Черт. 74.

Выбор знака в формуле (12) определяется 
выбором положительного направления на 
оси О 'Х  (черт. 74).

Формулы (11) н (12) дают выражения 
новых координат X  к У через старые ко
ординаты х  и у .

З а м е ч а н и е .  Формулы (11) и (12) можно получить иначе, 
если заметить, что У и X суть соответственно расстояния точки 
М  (х, у )  до прямых линий, изображаемых уравнениями (3) 
и (9) (гл. II , § 13).
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Чтобы иметь выражения старых координат через новые, 
нужно разрешить уравнения (1 1 ) и (1 2 ) относительно х а  у .

П р и м е р .  Найти формулы преобразования координат, если эа 
новые оси приняты две прямые линии: х  +  у  — 1 =  0, х  — у +  1 =  0.

Принимая первую прямую ва ось О 'Х ,  вторую— 8а ось <0'У , 
имеем!

Х =  ± х  — у  + \
У - ±

Х  + у — 1
Ѵ 2  ’ ‘ / 2  *

Новые оси координат строим по их уравнениям:

х  +  У —  1 = 0  и х  — у -f 1 =  0.

Что же касается выбора положительных направлений на новых осях, 
то он определён после фиксирования знаков в формулах для X  и У. На

пример, при таком выборе знаков:

Х  = х  —  у  +  \
/ а  ’

у =  - х + у — 1 
У 1

положительные направления новых осей идут так, 
как показано на черт. 75. В самом деле, п ри я  =  у =  0 
имеем:

V -  1
У*’

у   і_
у г

т. ѳ. старое начало координат должно иметь положительную абсциссу 
и отрицательную ординату в новой системе.

§ 8 . Связь декартовы х координат с полярными. Пусть 
даны декартова система координат и полярная с полюсом 
в начале и полярной юсью, направленной по 9 
оси абсцисс в положительном направлении 
(черт. 76). Обозначим через х а  у  декартовы 
координаты произвольной точки М , через г и 
? — её полярные координаты. Т ак как  х  — ОР 
есть проекция радиуса-вектора г на ось О х , 
то (гл. Т, § 7)

ж=>г cos<p. (13)

Аналогично, у  есть проекция радиуса-вектора г на ось О у , 
следовательно

y =  rsin<p. (14)

Формулы (13) и (14) выражают декартовы координаты точ
ки М  через её полярные координаты. Чтобы, обратно, поляр
ные координаты выразить через декартовы, нужно разре
шить уравнения (13) и (14) относительно г  и 9 . С этой це-

Черт. 76
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лью, возводя оба равенства (13) и (14) в квадрат и вкладывая, 
получим:

я 1 +  У* =  У* cos* <р - f  г* s i n 2 ф =  г*,
или

г  =  \У х* + у* . (15)

Д алее, деля равенство (14) на равенство (13), получим:

t g ? =  f  < (16)

Формулы (15) и (16), кроме того, легко получить непосред
ственно из черт. 76.

По формуле (16) определяется тангенс полярного угла <р.
Остаётся по данному тангенсу найти угол <р; при этом полу
чаются два значения угла 9 , разнящ иеся между собой на 180°. 
Из этих двух значений угла <р нужно выбрать то, для кото
рого синус имеет тот же знак, что и у  [формула (14)].

П р и м е р 1. Декартовы координаты точки суть (1, — 1). Каковы 
полярные координаты той ж е точки?

По формулам (15) и (16) имеем:

г = Ѵ Т + І = Ѵ 2, t g y  =  - l ,
откуда

тс Зтс
? = ~  4- или ? = 4 -

Так как у  отрицательно, то sin  у должен быть тоже отрицательным, слѳ.
ядовательно, нужно взять у = — -  , Итак, полярные координаты дан-
4

ной точки суть:
/■— тс

Г = У  2, Т =* *̂.

П р и м е р  2. Дано уравнение окружности х г + у * = а г; написать 
его в полярных координатах.

Заменяя а: и у по формулам (13) и (14), получим:

г2 cos3 у +  г2 sin2 у =  a2,
или

r2= a 2,
откуда

г —a.
П р и м е р  3. Дано уравнение г =  2a cos у; написать его в декар

товых координатах.

109



Зам ечая, что

r =  j / V  +  y 2 п cos 7 =  — =  - ■ Х—  ■ ;
r Y  х* +  У1

получим: і 5 +  у2 =  7ах  или і 2 +  у* — 2ах =  0, т. е. (х — а )* -р у * = а * . 
Очевидно, это уравнение изображает окружность радиуса а с центром 
в точке (а, 0). Следовательно, данное уравнение изображает ту же 
окружность в полярных координатах, причём полюс лежит на окруж
ности и полярная ось навравлена по диаметру.

§ 9. К лассиф икация линий. Т ак как  в аналитической геомет
рии линии изображаются уравнениями, то в основу их классифи
кации естественно положить свойства уравнений этих линий. 
В основу классификации линий мы положим свойства их урав
нений в декартовых координатах. Перенося все члены уравне
ния в левую часть, мы придадим ему вид

F ( r , y )  =  0, (17)

где F  есть символ функции от двух переменных х , у . Если 
уравнение (17) [т. е. функция F  (х, г/)]—трансцендентное, то 
и линия, им изображаемая, называется трансцендентной-, если 
же уравнение [\1)-^алгебраическое. то и линия, им изображае
мая, называется алгебраической. Например, линия, изображае
мая уравнением

у =  sin х ,

— трансцендентная; уравнение же

х* +  у* — 3 аху  =  0

изображает алгебраическую линию. Т ак как  одпа и та же линия 
может быть изображена бесчисленным множеством различных 
уравнений, смотря по тому, к какой системе координат мы отно
сим её уравнение, то, чтобы оправдать возможность указанной 
классификации линий на алгебраические и трансцендентные, 
необходимо показать, что алгебраический или трансцендентный 
характер линии не зависит от полож ения осей координат. 
Но действительно, так как формулы преобразования координат 
суть алгебраические, то всякое алгебраическое уравнение при 
любом преобразовании координат переходит в алгебраическое; 
отсюда уже следует, что трансцендентное уравнение при любом 
преобразовании координат переходит в трансцендентное же, 
так как  если бы трансцендентное уравнение перешло в алге
браическое, то путём обратного преобразования алгебраиче
ское уравнение переходило бы в трансцендентное, что невоз
можно.

Итак, алгебраический или трансцендентный характер линии 
(или, что то ж е, её уравнения) не зависит от выбора осей коор
динат, а зависит лиш ь от структуры самой линии.

Д алее, всякое алгебраическое уравнение можно освободить 
от радикалов и дробей, если таковые в нём имеются. Таким 
образом, уравнение алгебраической линии можно привести к  
виду

2  А х ‘у 1 =  0,

т. е. левая часть такого уравнения есть сумма членов вида Ат8?/* 
где А  есть постоянное число, s и і —целые положительные числа 
(или нули). Говоря кратко, левая часть уравнения алгебраиче
ской линии ость целый многочлен.

Каждый член A xsy t многочлена имеет определённое измере
ние, равное сумме показателей при х и у ,  т. е. s-j- t. Наивысшее 
из измерений всех членов уравнения называется степенью этого 
уравнения. Если алгебраическая линия  изображается в декарто
вых координатах уравнением п-й степени, то она называется 
линией п-го порядка.

Т ак , в предыдущем примере мы имели линяю 3-го порядка; 
всякая прям ая линия изображается в декартовых координатах 
уравнением первой степени, и, следовательно, прям ая линия 
есть линия 1 -го порядка; наконец, окруж ность, эллипс, гипер
бола и парабола суть линии 2 -го порядка, потому что они 
изображаю тся в декартовых коордипатах уравнениями второй 
степени. Чтобы это деление алгебраических линий по их поряд
кам было законным, необходимо показать, что оно не зависит 
от выбора осей координат, т. е. что порядок линии  остаётся 
неизменным при любом преобразовании координат. В самом 
деле, формулы преобразования декартовых координат в декар
товы ж е, как  мы в своё время отметили, являю тся линейными, 
т. е. первой степени. Следовательно, заменяя в алгебраическом 
уравнении я-го порядка т  и у их выражениями первой степени 
через X  и У, мы не можем повысить порядок уравнения, т. е ., 
обозначая через п' степень преобразованного уравнения, мы 
имеем:

я '< я .  (18)

С другой стороны, путём обратного преобразования мы пере
ходим от нового уравнений степени п '  к  старому степени п , 
и следовательно, так к а к  степень уравнения не может повы
ситься, то должно быть:

п < п ’. (19)
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Из сопоставления этих неравенств заключаем: п = п  \  т. е. 
порядок у  р а вн ени ям  изменяется при преобразовании декартовых 
координат. И так, порядок алгебраической линии, не эависит 
о т  выбора осей координат, а эавиепт лиш ь от свойств самой 
линии.

В указанной класоифш?ации линий весьма существенным 
является  то обстоятельство, что в основу положена декар
това система координат. Эта классификация теряет всякий 
смысл, если пользоваться полярными координатами. В са
мом деле, мы видели на примере в § 8 , что окружность в по
лярны х координатах может быть изображена двумя урав
нениями:

г —  а

и
г = 2асоз<р,

смотря по выбору полюса и полярной оси. Первое из написан
ных уравнений относительно текущих координат г и есть 
алгебраическое и первой степени, второе ж е —-трансцендентное. 
Таким  образом, в полярных координатах одна и та же линия 
может изображаться как  алгебраическим, іа к  и трансцендент
ным уравнением, смотря по выбору полюса и полярной оси. 
Вследствие этого нельзя классифицировать линии на основе 
пх  уравнений в полярных координатах.

Упражнения

1 . Координаты точки относительно некоторой системы коор
динат суть х =  2, у — —  1. Чему будут равны координіты  этой то ч 
ки, если, сохран яя  направления осей, перенести начало координат 
в  точку:

а) (4, 5); Ь) (4, — 5);- с) ( - 4 ,  5); d) ( - 4 ,  - 5 ) ?

2 . Относительно двух  систем координат, имеющих одно и то  ж е 
направление осей, координаты некоторой точки  суть  (12, — 7) и (0, 15). 
Чему равны координаты  начала каждой из этих систем относительно 
другой?

3 . П ри замене осей координат новыми, имеющими те ж е направле
ния, что  и оси прежней системы, координаты точки  (5, 2) обращ аю тся 
в  (2, 5). Н айти координаты начала каждой из этих систем относительно 
другой .

4. Д ве системы координат имеют одинаковые направления осей. 
Координаты  начала первой системы относительно второй суть (7, — 5). 
Чему равны координаты начала второй системы относительно первой?

5. Н екоторая линия вы раж ается уравнением 4х2 — Ьху +  у* + х  +  Ьу —  
— 3 = 0 .  К аким  уравнением выравится та  ж е линия, если преж няя си 
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стема координат будет заменена новой, начало которой определяется  
координатами (3, 5), а оси параллельны прежним осям?

6. Дано уравнение ж2 — у 2— 2х -f у =  0. Преобразовать его так, чтобы 
оно не содержало членов первого измерения, а также начертить кривую, 
выражаемую этим уравнением.

7. Как изменятся координаты любой точки М  (ж, у ) ,  если: а) изме
нить на противоположное направление на оси ординат; Ь) изменить на 
противоположные направления на обеих осях?

8 . Как изменятся координаты любой точки М  (ж, у) ,  если эа ось 
абсцисс принять ось ординат и за ось ординат ось абсцисс?

9 . Чему будут равны координаты точки М  (1, 3), если повернуть
оси координат на угол в 60°?

10. На какой угол надо повернуть оси координат, чтобы коорди
наты точки М  (2, 0) стали равны между собой?

11. Какой вид примет уравнение окружности ж2 +  у 2 =  а 2, если си
стему координат повернуть на произвольный угол а?

12. Какой вид примет уравнение гиперболы ж*—у 2 =  а 2, если си
стему координат повернуть на угол в 45°?

13. Какой вид примет уравнение гиперболы жу =  1, если систему 
координат повернуть на угол в 45е?

14. Дано уравнение ж2— жу +  у 2 — 1 =  0. Преобразовать его так, чтобы 
оно не содержало члена с произведением координат, а также начертить 
кривую, выражаемую данным уравнением.

15 . Дано уравнение ж2 +  жу +  у 2—ж + 2 у — 9 =  0. Преобразовать его 
так, чтобы оно не содержало членов первого измерения и ч лена с произ
ведением текущих координат, а также начертить кривую, выражаемую 
данным уравнением.

16. Дано уравнение у  =  4ж* — 8ж +  5. Преобразовать его так, чтобы 
оно не содержало члена с первой степенью ж и свободного члена; 
начертить кривую.

17. То ж е для уравнения у  — — Зх2 +  5ж.
2х  + 318. Дано уравнение у =  — +  Преобразовать его так, чтобы оно

не содержало членов первого измерения; начертить кривую.
19. Даны следующие кривые:

а) х 2 +  4у2 — 6х +  8 у — 3 =  0; Ь )  ж2 — y * - f 6 x — 4у +  4 =  0;
с) у 2 — 8у =  4х; d) х 2 +  6х +  5 =  2у.

Упростить их уравнения, применив перенос начала,координат; начер
тить новые оси и кривые.

20. Поворотом осей на угол f  =  45° упростить уравнения следующих 
линий и построить новые оси и кривые;

а) 5ж2 +  6 ж у +  5у2 =  32| Ь) ж2 — 6 ж у + у '-= 0 ;

0 ) 3x2-M0xy + 3y* + 8 =  0j

21. Найти координаты точки А  (0, 1) относительно новой си
стемы координат, оси которой даны уравнениями З х— 4у +  6 =  0, 
4ж + 3у— 1 7 = 0 .

22. Найти координаты точки А [ — 2,0) относительно новой системы 
координат, оси которой даны уравнениями 12х — 5у — 2 =  0, 5ж -f 12у — 
— 29 =  0.

8 Привалов . ^



23. Найти прямоугольные координаты точек, полярные координаты  
которых следующие:

А  ( г = » Л Г , і =

С ( г  = 4 / 2 "  Т - 3; ) ,  В  ( г  =  2, * = - £ ) ;

24. Найти полярные координаты  точек, прямоугольные координаты 
которых следующие:

А (  3. - 2 ) ,  В ( - 1 ,  - 1 ) ,  С (3, 0), .0 (0 , - 4 ) .

25 . Н аписать уравнение циссоиды х 2 =  у 2(2а —  х)  в полярны х коор
динатах.

26. Н аписать уравнен ия кривы х: a) r  =  m +  2 eco s  f  (улитка П аска
ля); Ь) r = a  sin  2<р (четы рёхлепестковая роѳа) в прямоугольны х коор
динатах.

27. К акого  порядка алгебраи ческая  кривая , вы раж аем ая уравне

нием У  х  +  у  + Y X —  ,Ѵ=1?
28 . К аки е из ниж енаписанны х уравнений вы раж аю т алгебраиче-, 

ские кривы е и каки е трансцендентные:

а) х а +  у ь +  1 =  0; Ь) а * +  6» +  1 = 0 (
о) х  cos a  -f  у cos р —  /> =  0; d) я cos х  -f- р cos у  —  р  =  0

(количества а, Ь, а, (і— постоянные)?
20. Д аны  уравнения кривых в полярных координатахі

a ) r  =  acos<p; b ) г  =  а  +  ' с )  г =  а (1 +  cos tp).;

П оказать, что они выражают алгебраические кривы е.

Г Л А В А  VI

О ПРЕДЕЛИ ТЕЛИ 2-го и 3-го ПОРЯДКА

§ 1. Определители 2-го порядка. Рассмотрим систему двух 
уравнений первой степени с двумя неизвестными:

о хх  +  Ъху = * с х, 1 (1ѵ
atx  +  b t y  =  ct . )

Чтобы найти решение системы (1 ), исключим сначала неизвест
ное у  посредством уравнения коэффициентов при нём и вычитав

ния одного уравнения И8 другого. У множ ая первое уравнение
на 6, и второе на 6„  а затем вычитая второе уравнение из пере
вого, получим:

( 4 , b t  —  a t b x) x  =  c t b t  —  c , b 1.  (2J

Аналогично исключим неизвестное х  из системы (1) и найдём: 

К * . — a , b i ) y  =  a t c t  —  a t c x.  (3)
Если

a\b t — а ,6 , Ф  О,

то из уравнений (2) и (3) получим определённое решение 
системы (1 )і

СхЬщ^с jbi —ДдС,1 »1Ч - »r\
0,6, - о А  ’ y «нб,—e»6| * ' 1

Числитель и знаменатель полученных выражений назы
ваются определителями 2 -го порядка. Вообще, еели имеютоя 
четыре числа, расположенных в вида квадратной таблицы

А „  В „

то определителем 2-го порядка, соответствующим этой таблице,
назы вается разность

A ,B t — A t B v

Д ля обозначения определителя принимают символ

A ,B t - A %B .  =  | j |  (5)

Ч исла A t , А 2, В ,, В 2 называют элементами определителя (5); 
вначок указывает номер строки, а алфавитный порядок буквы —, 
номер столбца, на пересечении которых находится рассматри
ваемый элемент. Элементы А хх В , образуют главную диагоі 
ііаль определителя. Из формулы (5) явствует, что

!А , A t
IB , в ,

A ж B t 
А ,  В ,

|В ,  і4 ,| \А Х В , |
I В , А г \ \A t В ,|

*. е. при замене строк столбцами величина определителя 2-го 
порядка ае меняется, а при перестановке столбцов — меняет
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внак на обратный. Очевидно, решение (4) системы (1 ) может 
быть выражено через определители таким образом:

• о, С,
аі ег
“і h
а, bs

Определитель, стоящий в знаменателе, составлен из коэффи
циентов при неизвестных сиетемы (1 ) и носит название опреде
лит еля этой системы. Определители, стоящие в числителях 
формул (4 ') , получаю тся из определителя еистемы путём заме
ны соответственно первого и второго столбцов свободными чле
нами этой системы.

И так, если определитель системы (1) нерарен  нулю , то фор
мулы (4 ')  дают единственное решение этой системы, причём 
вначение неизвестнохю равно дроби, в знаменателе которой 
стоит определитель системы, в числителе же определитель, 
получающ ийся из определителя системы заменой коэффициен
тов при определяемом неизвестном свободными членами систе
мы (стоящими в правой части).

Если определитель системы равен нулю , но по крайней мере 
один из определителей, стоящих в числителях выражений (4 ') 
д ля  х  и у ,  отличен от н у л я , то система (1 ) несовместна, т. е. 
не имеет никакого реш ения, как  это следует из уравнений 
(2 ), (3). Наконец, если

«t Ьг С1 м Оі с,
at К С* 6 . Г а ! С,

то система (1 ) неопределённа, т. е. имеет бесконечное множе
ство решений. В этом елучае одно из уравнений (1) есть следг 
етвие другого. В самом деле, мы имеем:

axbt  =  at bt , c1bt — c%bl , axct — atcxt
или

ь , — Ь. .
<h bt с, *

откуда вытекает, что одно из уравнений системы (1 ) есть след
ствие другого. Отмеченные три возможных случая: для еистемы 
(1): а) еиотема (1) имеет единственное решение, Ь) еивтема (1) 
несовместна, е ) еиетема (1 ) неопределённа, могут быть истол
кованы геометрически, еели рассматривать уравнения (1 ) как

уравнения двух прямых линий. В первом случае две прямые
пересекаю тся в определённой точке, координаты которой пред
ставляю т решение системы (1 ); во втором случае прямые па
раллельны; наконец, в третьем случае они сливаются друг 
е другом.

П р и м е р  f. Решить систему

2x +  3j/ — 8 =  0 ; ’ х  —  2і/ +  3 =  0.

Определитель этой системы 2 31 
1 —  2

=  — 7 отличен от нуля, и следо

вательно, система имеет единственное решение. Чтобы найти его, neper 
несём свободные члены направо и воспользуемся формулами (4');

8 3 2 8
- 3 - 2 ІІSiтСч |Сч

IIIII 1 —  3
2 3 2 3
1 —  2 1 —  2

П р и м е р е .  Решить систему

3* +  2 /= 1 , 6 x -t -2 y = 5 ;

Определитель этой системы 9 1=  ^— 6 =  0, причём определитель 

9 отличен от нуля; следовательно, данная система несов-

3 — 21 
6 —  4 «

13 1 
|б 5
мѳстна, в чём убедимся непосредственно, если умножим первое урав-: 
нение на 2.

П р и м е р  3. Решить систему

х  —  2у =  3, 2х — 4г/ — 6 =  0;

Определитель этой системы j  ̂ * 0 ,  причём оба определителя

1 1 3 1
J 2 e j тоже равны нулю; следовательно, данная система неопределенна.

Действительно, сокращая второе уравнение на 2, видим, что система 
приводится к одному уравнению •

х  — 2у  =  3

^следовательно, имеет бесконечное множество решений:

х  =  2у  +  3,

где у может принимать ироизвольное значение.
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В частности, однородная еиетема

ахх - ^ Ь ху  =  0, 
a,or ф  Ь'у о} (6)

либо имеет определённое решение, либо неопределённа, так кап 
для неё второй случай невовможен. Другими словами, система 
(6 ) имеет одно решение х  — у — 0 (назовём его нулевым реше
нием), если её определитель отличен от н уля . Если же

в, Ьх 
а , Ь\ >0 , т. е. — А

Ь, ’

то одно ив уравнений (6 ) есть следствие другого; оистема (6 ) 
приводится к одному уравнению , например,

axx ^ b ty  =  О,

п имеет бесконечное множество решений, определяемых с точ
ностью до произвольного множителя к: x  =  k b x, у  —  — к и 1Х 
и отличных от нулевого решения при к Ф  0. Геометрически 
уравнениям (6 ) соответствуют две прямые линии, проходящие 
через начало координат, которые либо различны и имеют един
ственную общую точку в начале координат, либо совпадают.

§ 2. Однородная система двух уравнений с тремя неиз
вестными. Рассмотрим еистему двух однородных уравнений 
с тремя неизвестными х , у , ѵ.

ахх  -|т Ф  CjZ =  0 , \ 
atx 4 , b ty + c t z =  0. j (71

Перенося члены с z в правую  часть и реш ая уравнения отно
сительно х  и у ,  получим на основании (4 ');

1 cd
t с«

сх 0,1
С* а ,  1

a, bx 1
Zi

Следовательно, систему (7) можно переписать в виде

причём предполагается, что по крайней мере один из определи
телей, етоящих в знаменателе, отличен от н у ля . Очевидно; 
система (7) будет иметь бесконечное множество решений; все 
они могут быть записаны в виде:

х  =  к
Ьі с, с» а, а , Ъх

* у  =  к z =  kЬх с, С. а2 Ьх (9)

где к  есть произвольный множитель пропорциональности. Если 
взять к Ф  0 , то получим решение системы, отличное от очевид
ного нулевого реш ения x  =  y= * z= Q , получаю щ егося при 
А =  0 . Заметим, что определители формулы (8 ), которым про-, 
порциональны неизвестные системы (7), получ"аются из таб
лицы коэффициентов этой системы

0,» ЬхХ с,

путём вычёркивания соответствующего столбца, при этом для 
среднего неизвестного необходимо ещё переставить столбцы 
в полученном определителе.

Если все три определителя, стоящие в знаменателях отноше
ний (8 ), равны нулю, то соответствующие коэффициенты урав
нений (7) будут пропорциональны, и следовательно, система (7) 
приведётся к  одному уравнению

а1х ф Ь іу  +  с1г =  0, 

откуда, считая, например, а Ф  0 , получим:

  і,.Ѵ +  С,г
х  — —  ■ I

а\

рде у  и z могут принимать любые значения.
П р и  м е р 1. Решить систему х  +  Ву —  3 z =  0, Вх +  Зі/ +  z =  0. 
Составляем таблицу из коэффициентов данной системы;

1 , 2, —3
2, 3. 1

и, вычеркивая поочерёдно столбцы, образуем определители;

I 2
1 - 3

4 | = - 7 . I1ol =13 11 * 1 1 В j ’ 1 2 ЗІ
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(в среднем определителе меняем порядок столбцов). Согласно формулам 
(9) решение системы будеті

х —  1 1 і, у =  — 7 к,  z = — к,
где к произвольно.

П р и м е р  2. Решить систему

Zx — у — 5z= 0, Ьх — 2 у —10z =  0.

Составляя таблицу из коэффициентов

2. — 1, — 5 
4, — 2, — 10

и вычёркивая поочерёдно столбцы, получимі 

1 =  0.! — 2 — do I
Следовательно, данная система приводится к одному уравнению)

2х— у — 5z =  О,

в чём убеждаемся непосредственно, если сократим на 2 второе уравнение. 
Решение системы будет)

у =  2х — 5z,

где х и z могут принимать произвольные значения.
§ 3. Определители 3-го порядка. Рассмотрим систему т ^ х  

уравнений первой степени е тремя неизвестными:

а1х ф Ь 1у ф е хг = в ,1, 
а , х ф 6 , у ф с ,г  =  <і„ 
а ,х ф Ь лу ф с аг =  і а.

т

Чтобы решить эту систему, исключим из уравнений (1 0 ) 
два неизвестных, например, у  и z, следующим образом. Умно
жим данные уравнения почленно на 1 ,т , п  и, слож ив, опреде
лим введённые множители так , чтобы коэффициенты при у  и z 
были равны нулю . Таким образом, сперва получим:

(а, I ф  at m ф  atn ) х  ф  (Ьх1 ф  btm ф  b ji)  у  ф
ф {с 11 ф с 1т ф с ,п ) г  =  <і11фс1і тф<іі пі

Положив
о, j

ех1 ф  с,т  ф  ct ra =  О, J * *
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получим уравнение

(ах1 ф  агт ф  а3гі) х  =  d xl ф d tm ф  dxn< (1 2 !

Иэ уравнений (1 1 ) определим I, т , п  о точностью до общего 
множителя; мы можем принять (§ 2 ):

b y  C t
Ф

b ,  C 3 b x  c x

—
b y  c t

;  m  =
b x  c ,

. n  =
m

Um

Внося эти значения в уравнение (12), получим в результате 
уравнение, содержащее одно неизвестное х\

I t ,  c, b y  c a * i c J

1 b3 c, Ф  ax
b y  C y

ф а ,
b y  CJ

=  d x
b y  c ,

b y  Сг
ф с і ,

b y  c y

b y  C x
|  Ф ^з

Коэффициент при x •

Ьу Ct
b y  c ,

+  a 8  j b y  Cy

b y  c x Ф «8
b y  C y

b y  C,

(13)

(14)

назовём определителем 3-го порядка, соответствующим квадрат
ной таблице из девяти элементов

ихі b с,, 
Оі» bt , с,, 
о*, b , ,  с.

(15)
* y t  " y >  ''а»

и обозначим его символически так:

° і Ьх сх 
tft 6 , с,
а у Ь 3 С ,

Если заменить определители 2-го порядка их выражениями, 
то получим окончательно для определителя 3-го порядка сле
дующее выражение:

— а і (ЬуСу ”  ^зсз) а « (^»сі — ^і^а) "Ь ау iPxCt  ^асі) —

** o xb t c t  ф  a t b t c t  ф  a t b xc t  — a xb t c t  — at bxct  — at btexi (16)
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Можно указать простое правило составления последнего 
выражения. Д л я  этого напишем таблицу (15), приписывая 
к ней справа ещё раз первый и второй столбцы. Таким образом, 
получим прямоугольную  таблицу

* 2 . ■& г ь  •-сі  • *2 • (17)

с шестью диагоналями, содержащими по три элемента. Составим 
произведения элементов, стоящих на каждой из этих диагона
лей , и возьмём эти произведения диагоналей, параллельны х 
главной диагонали, составленной из элементов я 1} Ь2, с,, пере-! 
,чёркнутых сплошной чертой, со знаком +  , а для диагоналей,- 
перечёркнутых пунктиром, параллельны х побочной диагонали, 
(со внаком —. А лгебраическая сумма этих шести произве
дений даёт, к ак  это усматриваем из выраж ения (16), оп
ределитель 3-го порядка, соответствующий квадратной таб
лице (15).

П р и м е р .  Вычислить определитель

1 2 3 
- 1 3  4
2 5 2

Согласно определению (14) имеемі

1 2 3 
- 1 3  4

2 5 2
=  1 13 4 

5 2 +  ( - < ) • +  2 . 2 3
3 4

= _  14 — 11 — 2 =  — 27 л

§ 4. Основные свойства определителей 3-го порядка;
I .  П ри замене строк столбцами величина определителя не 
меняется (равноправность строк и столбцов).

Это свойство может быть выражено так:

аг Ьг сг <4 а»
а» ь , С3 = Ьг к Ьa 4

« а Ь, С3 Сг С. с3

Справедливость этого свойства легко проверить, вычисляя
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определители, стоящие в левой и правой частях равенства* 
согласно схеме (17):

- -  + + +

V , X  Ч  У і  а г 
Ьг

, С1 **_

В самом деле, мы усматриваем, что в обоих случаях диаго
нали, перечёркнутые сплошной чертой, как  и диагонали, пере
чёркнутые пунктиром, будут давать одни и те ж е произведе
ния. Следовательно, в определителе строки вполне равно
правны  со столбцами, и все остальные свойства будут иметь 
место как  по отношению к строкам, так  и по отношению 
к столбцам.

I I .  П ри перестановке двух столбцов (или строк) определи* 
телъ лишь меняет знак.

Т ак , например, переставляя первый и второй столбцы, получ 
чим:

аг Ьг Сг Ьг а . С,іаг Ьг Сг =  — Ьг а* N
«3 ь3 с» ь3 а , с=>

Это свойство легко проверить, пользуясь схемой (17). Д ей
ствительно, при перестановке двух столбцов диагонали, пере
чёркнутые сплошной чертой, займут место диагоналей, пере
чёркнутых пунктиром, и обратно, что равносильно изменению 
злака определителя.

I I I .  Определитель с двумя одинаковыми столбцами (или  
строками) равен нулю .

В самом деле, с одной стороны, при перестановке одинаков 
вых столбцов определитель не изменяется; с другой же сто
роны, в силу свойства II  он должен переменить знак, т. -е. 
если через Д обозначим величину определителя, то Д =  — Д, 
откуда Д =  0.

Чтобы установить дальнейшие свойства определителей, вве
дём предварительно некоторые новые понятия. Если из опре
делителя

а.
Д =

6 , с,
Ъг сг 
Ь3 С3 I

вычеркнуть одну строку и один столбец, на пересечении кото
рых стоит некоторый элемент, то получится определитель 2-го
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порядка, который называется минором  определителя Д, соот
ветствующим этому элементу. Т ак , например, минором опре
делителя Д, соответствующим элементу 6, ,  будет определи

тель 2 -го порядка . У словимся называть алгебраическим
ш и

дополнением А  некоторого элемента а соответствующий ему 
минор, взятый со внаком ф  или — смотря по тому, будет ли 
сумма номеров строки и етолбца, которым принадлежит дан
ный 'элемент, четным или нечётным числом. Т ак , например, 
алгебраическое дополнение элемента Ь3 будет:

В

Р асполагая сумму, стоящую в правой части формулы (16), 
по элементам, например, первого столбца, получим:

иди
Д =  «і (Ь,сш —  6 , с,) ф  а , ( 6 ,е, — 6 ,6,) ф  а , [ЬіСі — 6 ,с ,)

рде A t есть алгебраическое дополнение элемента а,.
Л егко проверить; что аналогичная формула имеет место 

Н по отношению к  любому столбцу, а значит; и к  любой 
строке* Итак,' получаем разлож ение определителя по элемеп- 
там некоторого ряда  (отроки или столбца):

А “  агА 1 ф  а ,А , 4- atA t , 
^ш вЬ1В 1 +  Ь2В ,^ - Ь шВ ш, 
А =  с,С , +  ctC ,  ф  ctC„

А =  o ,A t Ф  blB l -J- cxCx, 
A ■■ arA t ф  ЪШВ Ш ф  etCt , 
A ■= atA t ф  bt B t ф  c3C3,

(18)

где большими буквами обозначены алгебраические допол
нения элементов, обозначенных соответственными малыми 
буквами.

Если в определителе Д ваменим, например, элементы пер
вого столбца ах, а „  а , элементами второро столбца bti bt , b3i 
то при этой вамене алгебраические дополнения А х, А 3, А зі 
не содержащие элементов перворо етолбца, не ивменятся, 
а потому, если в правой части первбй формулы (18) вместе 
а\і  в*» в» подставить элементы 6„  6 , ,  6, ,  то сумма будет равна 
определителю, у  которого первый и второй столбцы одинаковы, 
t .  е. будет равна нулю:

6,-4, ф  btA t  ф  btAt  «■ О*

ш

Поступая аналогично, получим из первых трёх формул (18) 
следующую группу формул:

b1A x+ b 3A t +  b 3A 3 =  0 , с ^ ф с ^ . ф с . ф . в О ;  
а1В ,ф а ,Б ,ф а ,В , =  0, c ,B ^ c ,B ^ c ,B ,  =  0,  ̂ (1#)
e,C, ф  я,С, ф  а,С, =  О, ЬХС, ф  6,С, ф  6,С, =  О,

а из последних трёх:

а,*41 ф 6 1В 1 ф с ,С 1 =  0 , a3A l + b i B 1^ -c tC1 =  0 t ' 
охА 3 ф  6 ,В , ф  схС3 =  0, а3А , Ф  6,В , ф ctC ,  =  О, 
ахА 3 Ф  6 ,В , ф  схС3 =  0, а,*4, ф  6 ,5 ,  ф  с3С3 =  0.

(19')

Написанные формулы (18), (19) и (19 ') выражают следующее 
свойство определителя:

IV . Сумма произведений элементов некоторого ряда [столбца 
или строки) на алгебраические дополнения этих элементов равна 
определителю , а сумма произведений элементов некоторого ряда 
(істолбца или строки) на алгебраические дополнения соответ
ствующих элементов параллельного ряда [столбца или строки) 
равна нулю.

V. М нож итель, общий элементам некоторого ряда [столбца 
или строки), можно выносить за знак определителя.

V I. Определитель равен нулю , если все элементы некоторого 
его ряда [столбца или строки) равны нулю.

Последние два свойства непосредственно вытекают из фор
мул (18), определяющих разложение определителя по элементам 
одного из его рядов.

Столь же проето доказывается и следующее свойство.
V II . Если элементы некоторого ряда [столбца или строки) 

представляют собой сумму двух слагаемых, то определитель 
может быть представлен в виде суммы двух определителей, 
у  которых элементы рассматриваемого ряда равны соответ
ственным слагаемым.

Это свойство, очевидно, распространяется на любое число 
влагаемых. Чтобы доказать это свойство, предположим, напри
мер, что

а , =»щф аі’; а, =  аг Ф а-)*’ в, =  яі ф  в£\

П одставляя эти выражения в первую из формул (18), по
лучим:

Д =  [а\Ах ф  a U ,  Ф  « И ,)  ф  (а'і'Ах ф  а!/А в ф  а13'А 3) =  Д' ф  

Очевидно, Д' представляет определитель, получающийся из
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определителя Д, еели в нём элементы первого столбца заменить 
через а[, а'->, а'3; определитель же Д "  получится из определителя 
Д после замены элементов первого столбца на а (', а '/, а3'.

V III .  Величина определителя не изменится, если к элементам 
некоторого ряда (столбца или строки) прибавить (или от них  
вычесть) элементы параллельного ряда (столбца или строки), 
предварительно умнож ив эти последние на один и тот же 
множитель I.

В самом деле, заменим элементы, например, первой строки, 
соответственно, через а1-\-1аг, ЬХА-1Ь2, е,т}-Іса. Вследствие 
последнего свойства полученный определитель может быть пред
ставлен в виде еуммы двух определителей. Первый из них будет 
иметь первую строку я ,, 6„  с,, т. е. будет равен исходному 
•пределителю Д. П ервая же строка второго определителя будет 
la 2, lb 2, Іс2, и , вынося I за знак определителя (V), получим 
определитель с двумя одинаковыми строками; следовательно, 
второй определитель равен нулю (VI); вся же сумма равна исход
ному определителю Д.

П ользуясь последним свойством, можно вее элементы неко
торого ряда, кроме одного, сделать равными нулю, не изменяя 
при этом величины определителя. Р азл агая  ватем определитель 
по элементам этого ряда, приведём данный определитель З-го 
порядка к одному определителю 2-го порядка. Действительно, 
пусть в определителе

я, Ь
Д =

•в '• 
b, сг
Ь. с.

элемент я , отличен от нуля. Вычтем из элементов второго столб
ца элементы первого столбца, умножив их предварительно на

; и ид элементов третьего столбца—элементы первого столб

ца, умноженные на —. При таких преобразованиях, в силу
«X

войства V 'lII , величина определителя не изменится и мы полу-
ш м і

1 я , О О 
Д =  1 я , m t п г 

ая я .
-  я.

П р и *іе g . Вычислить определитель

2 3 4
1 .2 5 
4 7 6

156 *

п г
Вычитая из элементов второго столбца элементы первого, умножен

ные на 2, а из элементов третьего столбца—элементы первого столбца, 
умноженные на 5, получим!

2 3 4 2 — 1 — 6
1 2 5 = 1 0 0 1 - 1  - 6  

— — 1 — 14 =  —8.
4 7 6 4 — 1 — 14 1

Непосредственное вычисление данного определителя путём разложения 
его по элементам некоторого ряда потребовало бы несколько больших 
выкладок и сводилось бы к следующему. Применяя, например, первую  
из формул (18), получаем:

2 3 4
1 2 5 
4 7 6

=  2 2 5 
7 6 - I 3 417 6

+  4 2 5 | =  2 (— 23> — (— 1° ) +  4 *

д б. Система трех уравнении первой степени с трем я неиз
вестны ми. К  понятию определителя 3-го порядка мы пришли, 
поставив задачу о решении системы трёх уравнений с тре
мя неизвестными. Возвращ аясь к  этой задаче, рассмотрим 
систему трёх уравнений первой степени с тремя неизвест
ными:

aix  +  b1y-)rc lz =  d 1, 1 

a ,x  +  b ty  +  ctz =  d t , ■ 
«з x  +  b ,y  +  csz =  da j

(20)

и предположим, что определитель этой системы

Д =
я , Ьх с , 
я , bt с ,  

а» Ьг с,

отличен от нуля. Умножим уравнения (20) почленпо на А и А 2, 
А 3 и сложим. В силу формулы (18,1) коэффициент при х  будет 
равен Д, а в силу формул (19,1—2) коэффициенты при у  и z 
будут равны нулю . П оступая аналогично, исключим х  и z или 
х  и у . Таким образом, из системы (20) вытекает следующая си
стема:

Д x  =  d 1A l +  d tA 2' ^ d aA a>
Ay =  d1B 1 -f- dtB t -f-dg.Bg,
Az =  6>iCl -J- dtCa -Jr dg(7g. J

1 (21)
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Л егко показать, что, обратно, еистема (20) есть следствие си
стемы (21). В самом деле, умножая уравнения (21) почленно 
на 6,,  Сі и склады вая, получим вследствие формул (18,1) 
и (19,3,5):

b.{a1x - \ - b 1y  +  c1z) =  d lb..

Сокращ ая на множитель Д, отличный от нуля, получим пер
вое из уравнений (20). Аналогично можно получить и остальные 
два уравнения.

Итак, мы показали, что системы (20) и (21) равносильны, 
если определитель Д отличен от нуля. Из уравнений системы 
(2 1 ) находим:

 d yA 1 -f- d 2A 3 -f- d 3A 3 . .   diBl +  d3By 4~ dtBt
У Д

. “Ь dyCy ^8̂ 8
(22)

Сумма d 2A 2- f  d3A 3 получается из суммы a1A 1+  a 2A  2^>
^-a3A3, равной определителю Д, заменой a „  a 2, я3 на d t , d 2, d3, 
». e. эта сумма равна определителю, который получится ив А; 
если в нём элементы первого столбца заменить на d lt d 2, d3. 
Аналогичное заключение имеет место относительно числителей 
в выражениях у  и г . Таким образом, формулы (22) в болеѳ 
подробном виде запиш утся так:

di Сі
d% b2 сг
dy by Cfl

dl C1
d3 с.

Ьг
Ъ,

У = I d 3

К с,
by С,  

by са

2 =

h  d,
by d3
by dz
К Су 
by Су
bt «г

( 22' ]

и мы приходим к  следующему предложению: если определитель 
системы (20 ) отличен от нуля, то эта система имеет одно опре
делённое решение, получаемое по формулам (22 '). В знамена
теле дробей, выражающих х , у ,  z, находится определитель Д 
данной системы, а в числителях—определители 3 -ро порядка, 
которые получаются из Д заменой коэффициентов при соответ
ствующем неизвестном свободными членами (стоящими в прач 
вых частях).

П р и м е р .  Решить систему

Еж—Зу+  2+ 1в»0, x + y  + z=*6, Зж-f-j/ — 2 г =  — 1,
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Определитель системы

2 — 3 1 I 1 «-4 0 11 —4:
Д = 1 1 1 =  1 1 1

-  15 з j —
3 1 - 2 ! 5 3 0

=  — 33

отличен от нуля; следовательно, система имеет единственное решение. 
Согласно формулам (22') будем иметь:

- 1  — 3 1

СО1

ч—і1

6  1  1 7 4 0 1 1 4
— 1 1 — 2 — 3 — 5 0 1 — 3 — 5

У= -

— 23 
2 — 1 
1 6 
3 — 1 - 2  

— 23

— 23 -23
1 0 0 1
1 — 1 7 1 — 1 7

-  2 7 — 3 — 2 _ -- 7 — 3

— з = 1 '

— 45

2 — 3 — 1 0 — 5 — 13
1 1 6 1 1 6 — 5 — 13
3 1 — 1 0 — 2 — 19 — 2 — 19

— 23 — 23 — 23

23

— 09
— 33 ==3.

§ 6 . Однородная система. Перейдём теперь к исследованию 
системы однородных уравнений:

Ху = dyX+ byy +  CyZ =  0,
Х г =  dyX +  byy +  CyZ =  0, 
А 3 s  a3x  +  b3y  +  c3z =  0 ,

(23)

причём для сокращения письма мы через Х 1} Х 2, Х 3 обозна
чаем левые части уравнений! Исследование разобьём на три 
случая.

I .  Если определитель Д системы (23) отлпчен от нуля, то 
эта система будет иметь одно определённое решение согласно 
§ 5. В нашем случае это будет очевидное решение х = у  — 2= 0 , 
которое называют нулевым решением.

I I .  Предположим, что определитель Д системы (23) равен 
нулю, но по крайней мере один из его миноров отличен от нуля. 
У станавливая надлежащим образом порядок уравнений и не
известных в системе (23), можно всегда достигнуть того, чтобы 
минор, отличный от нуля, стоял в левом верхнем углу опре
делителя Д. И так, не уменьшая общности, мы можем считать

dy by
Д =  0; 3 =

d y  Ь у

Ф  0 .
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Рассмотрим определитель

D =
а , Ъх X ,
я 2 6» Х 2 

а3 Ь3 Х 3

где х, у , z, входящие в X ,, Х 2, Х 3, обозначают любые числа.
Заменяя X ,, X 2, Х 3 их выражениями, мы можем'вследствие 

свойств V и V II (§ 3) представить определитель D  в виде суммы 
трёх определителей:

яд Ъх а. я, Ъх Ьх я, Ъх с,
Z) = аг Ьг я 2 а to а* to а- to У + я 2 Ъг с3

а» К  аз a 3 b3 Ъ3 а, Ъ3 с3

Определители, стоящие при х  и у ,  равны нулю, так как  имеют 
по два одинаковых столбца, а определитель, стоящий при z ,  
есть определитель Д, равный нулю по условию, т. е. имеет 
место тождество относительно х , у , ъ:

а \ Х х 
«2 Ъг Х \  
а 3 Ъ3 Х 8

=  0 . (24)

Р азлагая  последний определитель по элементам последнего 
столбца, видим, что это тождество выражает линейную зави
симость между Х 1} Х 2, Х 3, причём коэффициент при Х а, оче
видно, равен S и заведомо отличен от нуля:

с^Х ,-)-а2Х 2+  8Х 3 =  0, (24 ')

где а , и а 2 суть алгебраические дополнения элементов X ,, Х 2.
Это тождество показывает, что третье из уравнений (23) есть 

следствие первых двух. В самом деле, если при некоторых 
значениях х , y , z  мы будем иметь Х ,= = Х 2= 0 , то из тождества 
(24 ') и условия 8 ф 0  вытекает, что и Х 3= 0  для этих значений 
х , у , z.

Таким образом, в рассматриваемом случае остаётся решить 
совместно первые два уравнения системы (23). Согласно форму
лам (9) решение будет:

н II Рг-

Ьх с,
, у — к

сх я,
, z =  к

я, Ъх

Ь2 с, я 2 я , Ьг
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т. е.
х  — кЛ.зх у  — к В зХ z кСз,

где к  есть произвольный множитель. Если к Ф 0, то z Ф 0 и по
лучаемое решение отлично от нулевого.

I I I .  Предположим, наконец, что определитель Д и все его 
миноры равны нулю. Не уменьшая общности, можем считать, 
что коэффициент а , отличен от нуля. Рассмотрим два опреде
лителя 2 -го порядка:

D x =
я, X ,

, d 2 = «1 Х х
я 2 X 2 а 3 Хз

а. а. я, Ъ, я. с.1 1 X + 1 1
У +

1 1

о2 а2 я2 ьг
йл а , я, Ъ. а\ С11 1 X + 1 1 

т У 4-
аз аз я3 Ъз «3 З̂

Каждый из этих определителей можно* представить в виде 
суммы трёх определителей (§ 4):

А  =

Непосредственно видно, что определители, стоящие при г , 
равны нулю. Кроме того, равны нулю также и определители, 
стоящие при у  и z, так как  по условию все миноры определи
теля Д равны нулю. Следовательно,

D x =  О, D 3 = 0 .

Итак, в рассматриваемом случае будут иметь место два то
ждества относительно х , у , z:

я, X , =  0 , я, X ,
я 2 X 2 а 3 Х 3

или

=  0 ,

ядХ 2 — я2Х д =  0, ядХ 3—-я3Х д =  0.

(25)

(25')

Эти тождества показывают, что последние два из уравнений 
(23) суть следствия первого. В самом деле, из тождеств (25') и 
условия я д Ф  0 вытекает, что если Х д= 0 ,  то и Х 2= Х 3= 0 .  
Итак, в рассматриваемом случае достаточно решить одно первое 
уравнение, и мы получим решение системы (23) в виде

х  = bxy  +  cxz

а значения у  и z остаются произвольными.• 
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Резюмируя исследования этого параграфа, приходим к сле
дующему предложению.

Д л я  того чтобы однородная система (23) имела реш ения, 
отличные от нулевого, необходимо и достаточно, чтобы опреде
литель этой системы был равен нулю. Если этот определитель 
равен нулю, но по крайней мере один из его миноров отличен 
от нуля, то одно из уравнений системы есть следствие двух 
других. Если ж е не только определитель системы (23), но и 
все его миноры равны нулю, то система приводится к одному 
уравнению.

П р и м е р  1. Решить систему

2ж— 3у  + J — 0, х  + у  -f  г— 0, Зж +  у — 2 г=  0.

Определитель системы

Д =
2 —3 1 
1 1 1
3 1 — 2

=  — 23

отличен от нуля. Следовательно, данная система имеет единственное 
яу Левое решение.

П р и м е р  2. Решить систему

*  +  У +  0, Зх  — у  +  2 г=  0, х — З у — 0.

Определитель системы

1 i I 1 і 1
=  0.

1 - 3  о

Минор определителя Д, например

=  —4.

отличен от нуля. Следовательно, третье уравнение данной системы есть 
следствие двух первых, и достаточно решить совместно два первыо 
уравнения. Решая их, найдём (§ 2):

1 1 1 ; 1 I t
д = 3 —1 2 ! = 1 — 3 0

1 —3 0 f 1 - 3  0

1 1
3 —1

ж=* 1 1
— 1 2 =  ЗА:, у  =  к 1 1

2 3 =  к, г =  Аг 1 1
3 — 1

где к произвольно.
П р и м е р  3. Решить систему

х — у  +  z =  0, 2х— Чу +  2 z=  0, Зж—Зу +  Зг=  0.
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Определитель системы

1 — 1 1 1 — 1 1
2 — 2 2 =  2 3 1 — 1 1
3 — 3 3 1 — 1 1

Все миноры определителя Д тоже равны .нулю. Следовательно, система 
приводится к одному уравнению, что непосредственно становится ясным, 
если сократить второе уравнение на 2 и третье наЗ. Чтобы найти ре
шения системы, достаточно разрешить лишь первое уравнение, и по
лучаем:

у=ж +г,

где ж и г  остаются произвольными.

§ 7. Общее исследование системы трёх уравнений первой 
степени с тремя неизвестными. Обращаясь теперь к исследо
ванию неоднородной системы

X l ^ a 1x - \ - b 1y  +  clz =  d 1, ' 
X i =  a lx  +  bly  +  c,z =  d t , 
X t = a tx + b ty +  ctz =  dt ,

(26)

рассмотрим отдельно ряд случаев.
I . Если определитель Д этой системы отличен от нуля, то 

система эта имеет единственное решение, выражаемое форму
лами (2 2 ')  (§ 5 ).

I I .  Предположим, что определитель Д равеп нулю, но по 
крайней мере один из его миноров, ва который мы можем при
нять , не уменьшая общности,

8 =  аі Ь' , 
а , Ь 2

отличен от нуля. В этом случае, как  мы видели в § 6 , левые 
части уравнений (26) связаны линейной зависимостью (24). От
сюда вытекает, что если система (26) допускает решение, то 
п правые части d„  d 2, d3 уравнений этой системы должны 
удовлетворять той же линейной зависимости, т. е. долж
но быть:

а \
я 2 Ъг d 2 
а3 b a d,



И так, сличай II подразделяется на два: 
I I , .  Если

«і Ьг d i
а3 b2 d t
Я, ^ dя

О,

то система (26) несовместна, т. е. не имеет никакого решения.
I I 2. Если же

я, d ,
аг b2 d 2 

d3

= 0 ,

то будут иметь место два равенства:

+  *2^3 Ч" * * » =  О,
* Л + а А  +  и з = 0 ,

из которых первое выполняется тождественно относительно 
2 , у , z, как  это было установлено в § б, а второе представляет 
выражение данного условия I I 3 разложенным по элементам 
последнего столбца.

Вычитая из первого равенства второе, получаем тождество

«х (* г  ~  <*,) +  (Х г - d 2) +  4 X 3-  d3) =  О,

откуда усматриваем, что третье из уравнений (26), а именно 
X a—d3=Q, есть следствие первых двух: X ,—^ ,= 0 ,  Х 2—а?2= 0  
Чтобы найти решение системы (26), остаётся решить сов
местно первые её два уравнения, которые можно переписать 
в виде

а3х  -|- b2y  =  d t — c,z; 
a3x  +  b ty  =  dt — c2z.

Таким образом, решение этой системы, а следовательно, и 
системы (26) будет вида

х  —

dL — с,г Ьг J flj rfj CjZ
d3 — c3z Ь2 J Я 2 2̂ ^2̂

S 9 У - Я t

где z остаётся произвольным.
I I I .  Пусть, наконец, определитель Д и все его миноры 

равны нулю. Не уменьшая общности, можно считать я , ФО.
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В этом случае, как  было показано в § 6 , буду г иметь место две 
линейные зависимости (25) между левыми частями уравнений
(26). Если данная система допускает решение, то и правые 
части d lt d 2, d3 должны удовлетворять тем же зависимостям, 
а именно:

«1 d i =  0 , О-г d i
a 2 d 3 03 d3

и случай II I  подразделяется на два:
I I I j .  Если хотя бы один из определителей

a, d t аг dx
«* dz

9
o3 d,

отличен от нуля, то система (26) несовместна, т. е. не имеет 
решений.

I I I 2- Если же одновременно

a x d i II о я a x d,
at d t »s d3

то будут иметь место равенства:

<г1Х ,  — агХ 1 =  0, а1Х 3 — а3Х 1 =  О, 
a ldt — a ,d l = 0 , a,d3 — a3d x = 0 ,

из которых первые два выполняются тождественно'относитель
но х , у , z, как  это было установлено в § 6 , а вторые два выра
жают условия разбираемого случая I I I а.

Из последних равенств попарным вычитанием получаем

я, ( X , - d t) - a t ( X l - d 1) =  0 , a , (X , -  d3) -  а 3 (X , -  -  О,

откуда мы усматриваем, что последние два из уравнений (26) 
суть следствия первого уравнения.

Таким образом, система (26) приводится к одному первому 
уравнению; реш ая его относительно х ,  получим решения си
стемы (26):-

dl — Ъху — с,г

а у  и z остаются произвольными.
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Р езю м ируя исследования настоящ его п араграф а, приходим 
к  следующим предлож ениям:

Е сли  определитель Д неоднородной системы (26) отличен 
от н у л я , то система имеет единственное реш ение, определяемое 
по формулам  (2 2 ') .

Е сли  определитель Д равен нулю , но по крайней мере один 
из его миноров отличен о т .н у л я , то система (26) либо несов
местна, либо неопределённа. В  первом случае среди определите
лей 3-го порядка, принадлеж ащ их т аблице

bt , c 8> d a,
(27)

есть no крайней мере один, отличный от н у ля , во втором случае 
все эти определители равны нулю , и система (26) приводится  
к двум уравнениям.

Е сли , наконец, вместе с определителем системы (26) все его 
миноры равны нулю , то система (26) либо несовместна, либо  
неопределённа. В  первом случае среди определителей 2-го по
рядка, принадлеж агцих таблице (27), есть хоть один, отличный 
от нуля , во втором ж е случае все определители 2-го порядка 
этой таблицы равны нулю , и система (26) приводится к одному 
уравнению.

П р и м  е р  1. Решить систему

я +  у  +  z =  5, 

Определитель системы

Д =

х — у  -f  з =  1, ж +  з =  2.

1
1
О

= 0,

но среди его миноров есть отличный от нуля, например: 

Среди определителей 3-го порядка таблицы

1. 1, 1, 5
1 . — 1 , 1 , 1
1 , 0, 1 , 2

имеется определитель, отличный от нуля, например:

1 1 5

1 — 1 =  - 2 .

— 1 1 1  
О 1 2

=  —  2 .

Следовательно, данная система не имеет решения, что непосредственно 
очевидно, если сложить первые два уравнения и сравнить результат 
с  третьим уравнением.
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П р и м е р  2. Решить систему

ж-f- у-\- 2 = 5 ,  х —у +  z =  l, х + г —3.

Определитель системы— тот ж е, что и в предыдущем примере, следо
вательно, Д =  0, но среди его миноров есть отличный от нуля. О лреде- 
л.ітели 3-го порядка таблицы

1, 1, 1- 5
1 , — 1 , 1 , 1
1 . О, 1 , 3

все равны нулю. Следовательно, данная система приводится к двум урав
нениям, что непосред :твенно становится ясным, если сложим первые два  
уравнения.

Реш ая совместно первые два уравнения, получим:

х  +  з =  3, у =  2, или х = 3 — г, у  =  2 ,

где з произвольно.
П р и м е р З .  Решить систему

2x +  y  +  z = i ,  4x +  2 y - f - 2 3 = 5 ,  6х +  Зу +  Зз =  10. 

Определитель системы

1 2 1 1 І 2 1 1
4 2 2 =  6 2 1 1
6 3 3 2 1 1

Все его миноры тоже равны нулю. Среди определителей 2-го порядка 
таблицы

- 2 , 1 , 1 . 4
4, 2 , 2 , 5
6 , 3, 3, 10

11 4 1есть отличный от нуля, например | 2 5 = — Следовательно, данная

система несовместна, в чём убеждаемся непосредственно, умножив пер
вое уравнение на 2 или на 3.

П р и м е р 4. Решить систему

2x +  t/ +  3 =  4, i x  +  2y +  2zj= 8 , 6х +  Зу +  3z =  12.

Определитель системы—тот же, что и в предыдущем примере: значит 
4 =  0 и все его миноры тоже равны нулю. Определители 2-го порядка 
таблицы

2 , 1 , , 1 - 4
4, 2 , 2 , 8
6 , 3, 3, 12

все равны нулю. Следовательно, данная система приводится к одному 
уравнению, в чём непосредственно убеждаемся, если сократим второе 
уравнение на 2, а третье на 3. Остаётся решить первое уравнение, чтобы
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получить решение данной системы. Таким образом, находим:

*=4—2х—у,
где х  и у  произвольны.

§ 8 . Некоторые прилож ения определителей к ан ал и ти ч е
ской геометрии.

1. П л о щ а д ь  т р е у г о л ь н и к а .
• В гл . I, § 5 мы вычислили площадь S  треугольника по коор

динатам его вершин и получили формулу

У і~ У з
У з - У з

которую можно переписать таким образом.

* і - * з  У і - У .  0

*» — *. У »-У » 0

П рибавляя к элементам первых двух строк элементы третьей 
строки, найдём окончательно:

■*= ±  о
У1 1
Уз 1 
Уз 1

л е-2. У с л о в и е ,  п р и  к о т о р о м  т р и  т о ч к и  
ж а т  н а  о д н о й  п р я м о й .

Если три данные точки находятся на одной прямой линии, 
то S  =  0, и обратно. Следовательно, условием того, чтобы три 
данные точки (x l , у х), (х2, у 2), (х3,у 3) лежали на одной прямой, 
будет:

У1 
Уз 
У.

= 0.

3. У р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е д  
д в е  д а н н ы е  т о ч к и .

Заменив в последнем условии (х3, у 3) текущими координа
тами (х , у ) , получим уравнение первой степени:

*1  Уі 1 х  у  1

*3 У, * =  0 или *3 Уі 1 =  0,
х  у  1 *1 Уз 1
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которое изображает прямую линию, проходящую через две 
данные точки: ( г , ,  г/,) и ( х г, у г).

Эту задачу возможно также решить помощью определителей, 
не прибегая к формуле для площади треугольника. Пусть урав
нение искомой прямой линиибудет: А х - \-B y -\-С =  0. Т ак как 
эта прям ая, согласно условию, должна проходить через 
точки (т ,, у ,), (х2, у 2), то координаты последних должны удо-. 
влетворять уравнению прямой, т. е.

А х х -f- В ух -f- С =  0, A x s -f- B y ,  -)- С =  0.

Итак, имеем три уравнения:

А х  -f- B y  -f- С =  0, А х х -J- В у х +  С =  0 , А х г -(- B y t -f- С — 0,

где х , у  суть координаты любой точки нашей прямой. Эти урав
нения являю тся однородными относительно неизвестных А , В , С. 
Эта система должна иметь решение, отличное от нулевого. К ак 
мы знаем, необходимым и достаточным условием для этого 
является равенство нулю определителя системы, т. е.

х  у  1 

Уі 1 
Уз 1

=  0 .

Полученное уравнение первой степени^)тносительно х , у  
изображает, очевидно, искомую прямую. Легко проверить, что 
координаты двух данных точек удовлетворяют составленному 
уравнению. Действительно, подставляя вместо х , у  координаты 
данной точки, получим в левой части определитель с двумя 
одинаковыми строками, который, очевидно, равен нулю. По
лученное уравнение можно рассматривать также, как усло
вие того, что три точки { х ,у ) ,{ х х, у х), (# 2, у 2) лежат на одной 
прямой,

4. У с л о в и е ,  п р и  к о т о р о м  т р и  п р я м  ы е  п е р  е- 
с е к а ш т с я  в о д н о й  т о ч к е .

Пусть три данные прямые линии

А хх  +  В ху  +  Сх =  0, А 2х  +  В гу  +  С і  =  0, А 3х-\- В ,у  +  С3 =  0

пересекаются в одной точке (т0, у0). Координаты этой точки 
должны удовлетворять уравнениям данных прямых:

А хх0-\-В ху 0-^-Сх =  0 , A tx 0 -f- B ty 0 -}-С2 =  0;
Лз*„ +  £зУ« +  С3 =  0 .
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Эти равенства показывают, что однородная система

А 1х - \ - В 1у - \-С 1 з =  0, А 2х  +  В 2у  +  C2z =  О, 
А3х  +  В  Зу  +  С Зг '=  О

имеет ненулевое решение х =  .г0, у  =  у 0, z =  \ .  Следовательно, 
определитель этой системы должен быть равен нулю, что и 
даёт нам искомое условие:

А, В 2 С 2 
а 2 в 2 с 2
-^з В а С3

=  0 .

У праж нения

\ ©  Вычислить определители

2 0 1 4 — 2 4 3 4 2 1 1 1
1 — 4 — 1 10 2 12 7 5 1 1 1 +  a 1
1 8 3 1 2 2 3 2 4 ] 1 1 1 +  6

X У х + у 1 1 1 1
У х  +  у  X • I X у  Z

х  +  у  х  у I X1 2/3 22

® Решить системы:

2x  — z =  1, 2х  +  і у — 2 =  1, x  — Sy  — З г =  — 2. 
x + y  + z =  a, x  +  ( l + /a ) y  +  z =  2a, x  +  у  +  (1 +  a) z =^0,
x - f i /  +  z =  0, 2а: — Зу +  4г =  0, 4x — 11і/+  Юл =  0.

d)V x  4- у  +  2 =  0, 2ж — Зі/ +  4г =  0, 5x — 7y +  8z =  0.
e) x + y  +  z =  2, 2ж — 3у +  4л =  3, 4x — l l t / + l ( b  =  5.
{) x  — y + z = l ,  x  + y — z =  2, 5x +  y  — z =  7.

©  Вычислить площадь треугольника с вершинами в точках (1 ,— 2), 
(2, 31  (4, 5).

ф  Лежат ли три точки (1, 1), (3, 3), (0, 0) на одной прямой?
5.  Составить уравнение прямой, проходящей через две точки (3, 2) 

и ( - 1 ,  3).
6. Найти высоту треугольника с вершинами А [ х 2, у 2), В  (х2, у 2)х

С [ * з, i/s).
7. Пользуясь решением предыдущего упражнения, найти площадь 

треугольника с вершинами А ( х 3, y t ), В  (х2, у 2), С (х2, у 3).
8. Показать, что площадь выпуклого четырёхугольника A B C D  с 

вершинами А  [х2, у 3), В  [х2, у 2), С (х3, у 3), D  (х4, y t ) равна

±т[|\ \ х і У
+

Х г  Уг + Х з  Уз _  1 Х з  У з  П
L I  х 2 у 3 х 3 Уз Хх Уз І Хх Ух  I J
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При каком порядке обхода вершин выражение в скобках будет иметь
знак +  ?

9. Упростить выражения:

о о СО W sin 1 sin a sin P 1 1 COS a cos p
' cos at sin P 1 ; b) с os cos p 1 : e) COS 2 1 cos (a +  P)

1 0 0 1 1 0 0 1 cos p cos (a +  p) 1

10. Вычислить определитель
А  В  D 
В С Е  
D Е  F

© Найти х  из уравнений:

а)

X 1 4 9 ! X - 1
3  1

X 2 x 9
x  2 3 = 0 b) — 4 X 5 = 0 -  c) 3 5 10
1 1 1 1 6 — 3 7 1 1 3 8

12. Доказать тождество: 

a x  а 3 +  ж 3 1

=  0.

Г Л А В А  VII

ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЩЕГО У РА В Н ЕН И Я  
ВТОРОЙ СТЕПЕНИ

§ 1. Общее уравнение линии 2-го порядка. Л инией 2-го по
рядка называется л и н и я , уравнение которой в &ёкаѵтовых коор
динатах будет второй степени огг^ппт ичы т  трктцих кооудіі- 
иаіп. Общее уравнение второй степени с двумя переменными
имеет в и д ---------- --- --------- ---------------------------

У A x '  +  В х у  +  С у' +  D x +  E y + F  =  0. J ) (1)

У равнения окружности, эллипса, гиперболы и параболы яв
ляются частными случаями уравнения (1). Т ак , если

А = У , . В  =  0, С = - ± ,  D =  0, Е  =  0, F  = — 1 .

141



то уравнение (1 ) обращается в уравнение гиперболы:

Отсюда естественно возникает вопрос, не представляют лп 
уравнения вида (1 ) также какие-либо новые типы линий, кроме 
окружности, эллипса, гиперболы и параболы? При исследо
вании этого вопроса, ради симметрии формул, удобнее пользо
ваться иным обозначением коэффициентов уравнения (1 ), при 
котором уравнение (1 ) принимает следующий вид:

Ax* +  2 B xy  +  Cy* +  2D x +  2 E y + F  =  0 . ( 1 ')

П р и ѵі е р. Р уравнении г 3 — ху +  у’' +  2х — 4у =  0 коэффициенты А, В ,
1

С, D, Е , F  идкют значения: А — 1, В  =  — -  , С — 1, 2) =  1, Е  =  — 2, 

F  — 0.

§ 2 . Преобразование общего уравнения линии 2 -го порядка 
к новому началу координат. Посмотрим, какой вид примет урав
нение (1 ') , если начало координат будет перенесено в произ
вольную точку О ' (х 0, у 0) плоскости, направления же осей ко
ординат останутся прежние. Обозначая через X ,  Y  текущие 
координаты относительно новой системы, мы должны в 
уравнении (1 ')  заменить х н у  соответственно через Х  +  г 0 
и Y + у„.

Д елая указанную  замену текущих координат, получаем:

A { X  +  x oy  +  2 B ( X + x , ) ( Y  +  y t ) +  C (Y  +  y t y  +
+  2 D (X  +  x 0) +  2 E (Y  +  y 0) +  F  =  0.

Раскры вая скобки, собирая вместе члены с X  и Y  и распо
л агая  все члены по убывающим степеням новых текущих коор
динат, найдём:

А Х г - \-2 B X Y  -f- C Y 2 2 (А х 0-\-В у0-\- D) X -j-2  (В х 0 С у0 - \-Е ) } -f- 
+  А х о +  ^ВХоУо "Ь СУІ -Ь +  2-Бу0 - f  Ъ =  0 .

Обозначим для краткости левую часть уравнения (1 ') через U, 
её частную производную *) относительно х  через U'x и её частную

3) Частной производной относительно х от функции двух перемен
ных х ч у  называется её производная по отношению к х, если у прини
мается за постоянное. Аналогично составляется частная производная от
носительное/.
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производную относительно у  через U ѵ, т. е. положим

U — А х 1-\-2 B xy-\-C y* -\-2DxAr 2EyAr F ,

U'x =  A x  +  B y  +  D , с 
Uy — B x  +  C x +  E .

Введя такие обозначения, мы можемпреобрэзованное уравнение 
написать в виде:

А Х 2 +  2 B X Y  +  CY* +  U ’Xo-X  +  U'yo-Y  +  U t =  0, (1")

где U'i0, U\b, U 0 обозначают результаты замены в выражениях 
U'x , U'y и U текущих координат посредством координат нового 
начала.

И так, пои параллельном переносе начала координат в точку 
(т„. гП  штЦППЬс'тъ трех ч^ і п в  етпрпео намерения в уравне
н и и  ( \ ' \  ппппртея Вея изменения, свободный же член и коэффи

циент ы  X  и У пнеобразованного уравнения мы получим, если 
в левую часть данного уравнения и её частные производные от
носительно х  и у  подставим вместо текущих координат коорди
наты х ,. ?/. нового начала .

П р и м е р .  Дано уравнение линии 2-го порядка: х г — х у - \ - у *  +  х  —  
— t/- f -2 = 0 . Каково будет уравнение этой линии, если начало координат 
перенести в точку (1, 1), сохраняя направления осей?

Здесь

и  =  х* —  х у  +  у* +  х  —  у  +  2, U'x = 2 x  — y  +  l ,  U ’v = — x  +  2y —  l .  

Следовательно, имеем:

Преобразованное уравнение будет:

X 3 —  X Y  +  Y 2 +  2Z  +  3 =  0 .

§ 3. Ц ентр линии 2 -ю  порядка. Ц ент ром линии  2 -го 
порядка называется такая точка плоскости, в котоѵой делятся 
пополам все хорды, через нее проходящие._Из этого определения 
следует, что центр есть такая точка, относительно которой линия 
симметрична. В частности, если в уравнении (1 ') отсутствуют 
члены первого измерения, т. е. D =  E  =  0, то уравнение не 
меняется при замене х , у  на — х , — у  и, следовательно, 
начало координат есть центр линии. Обратно, если начало 
координат есть центр линии 2 -го порядка, то в уравнении
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этой лпнпп отсутствуют члены первого намерения. В са
мом деле, предполагая начало координат в центре линии 
2 -го порядка, рассмотрим точки пересечения этой линии 
с  произвольной прямой, проходящей через начало коор
динат:

у  =  кх . (2 )

Коордппаты этих точек пересечения должны отличаться 
лиш ь зпакани при любом значении к. Реш ая совместно урав
нения (1 ') и (2), подставим у  =  кх  в уравнение (1 '). Получим 
квадратное уравнение

(А  - f  2В к  +  Ск-) х г - f  2 (D  +  Е к ) х  +  F  =  О,

корпи которого изображают абсциссы точек пересечения линии 
2 -го порядка с прямой (2 ) и, следовательно, должны отличаться 
только знаком. Отсюда сумма корней этого квадратного урав
нения должна быть равна нулю при любом значении к . Так 
как  сумма корней квадратного уравнения равна коэффициенту 
при среднем члене с обратным знаком, делённому на коэффи
циент при второй степени неизвестного, то

-2 D +  E k  =  0.

При произвольном значении к  это уравнение может быть выпол
нено лишь в том случае, если D = E  =  0.

Таким образом, для того чтобы начало координат было 
центром линии 2-го порядка, необходимо и достаточно, чтобы 
в уравнении этой линии  отсутствовали члены первого измерения 
относительно х  и у .

Возвращ аясь теперь к общему уравнению (Г ) , покажем, 
к ак  найти центр соответствующей линии. Перенесём начало 
координат в точку О '{ х 0, у 0), сохраняя направления осей. 
Обозначая через X ,  Y  текущие координаты относительно новой 
системы, напишем преобразованное уравнение, согласно § 2 , 
в виде )

А Х ' +  2 B X Y  +  C Y t 4 -U ’X t-Л-Ц 4- ( П

В новой системе коордипат точка О ' является началом коорди
нат, а потому, согласно доказанному, условие того, чтобы эта 
точка была центром линии, может быть написано так:

і / ; .  =  о, U'V0=  0 , (3)
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пли в раскрытом впде:

А х о~\~ +  D =  0, В х 0-\-Су0-\-Е  =  0. (3 ')

Реш ая уравнение (3 ') относительно х 0, у 0, мы получим коор
динаты центра в старой системе координат. Отсюда вытекает 
следующее правило:

Чтобы получить систему уравнений, из которой опре
деляются координаты центра линии 2-го порядка, нуж но  
продифференцировать по х  и у  уравнение (1 ')  этой л и 
нии .

Из уравнения (1 " )  следует, что при параллельном переносе 
начала координат в центр линии 2-го порядка совокупность 
т рёх членов второго измерения уравнения (1 ')  остаётся без 
изменения, члены первого измерения исчезают, а свободный член 
есть результат подстановки в левую часть уравнения (1 ')  коор
динат центра вместо текущих координат.

К ак мы видели, координаты центра линии 2-го порядка 
получаются при решении системы двух уравнений '(3 '):

А х  -ф B y  -ф D =  О, В х  +  Су +  Е  =  0. (3")

Каждое из уравнений (3 ') изображает прямую линию, и, таким 
образом, центр линии 2 -го порядка является точкой пересече
ния этих прямых. Отсюда при решении системы уравнений (3") 
йогут встретиться три случая:

1. Две прямые (3 ') пересекаются водной точке; это будет
тогда, когда угловые коэффициенты наших прямых — и — ?-

А  Вне равны между собой, т . е. не равно , или АС — В 2 Ф 0.

В этом случае линия 2-го порядка имеет определённый центр. 
Такую линию назовём центральной.

2 . Две прямые (3") параллельны между собой; это будет
тогда, когда угловые коэффициенты этих прямых — W И ~  Ц~

4 Вравны между собой, т. е. = £ -»  или АС — В 2 =  0 . В этом
случае л и н и я  2 -го порядка пе имеет центра.

3. Две прямые (3") совпадают; это будет тогда, когда одно 
из уравнений системы (3") будет следствием другого, т. е. си
стема приведётся к одному уравнению первой степени, что 
выражается условием

А_ _ H _ D  
в  С ~  В  ‘
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В этом случае линия 2-го порядка будет иметь прямую центров. 
Легко видеть, что линия 2-го порядка, представляющ ая сово
купность двух параллельных (или совпадающих) прямых

(черт. 77), обладает прямою 
центров.

П р и м е р .  Уравнение линии 
2-го порядка х 2 — ху  -f- у г +  2х  — 
— \ у =  0 преобразовать к центру.

Дифференцируя данное уравне
ние по і  и у, получим уравнения (3'):
J2x  — у +  2 =  0, — х  -f- 2 у  —4 =  0.

Черт. 77. Решая эти уравнения, наЪдём коор
динаты центра: х ' =  0, j/'="2. Перено

ся начало координат в центр линии 2-го порядка и сохраняя направле
ния осей, получим преобразованное уравнение в новых координатах:

X 1 — X Y  -(-У2 — 4 =  0,

так как совокупность членов второго измерения данного уравнения 
остаётся без изменения, члены первого измерения исчезают, а свобод
ный член получается, если в левую часть дениого уравнения вместо 
текущих координат подставить координаты центра х ' = 0 , у ' = 2 .

§ 4. Два и н вар и ан та  уравнения линии 2-го порядка. Прежде 
чем приступить к задаче упрощения уравнения линии 2 -го по
рядка, покажем, что из старших коэффициентов А , В , С можно 
составить такие алгебраические выражения, которые не изме
няются при любом преобразовании осей координат. Мы знаем, 
что при перенесении начала координат в любую точку плоско
сти совокупность трёхчленов второго измерения уравнения (1 ')  
остаётся без изменения (§ 2 ), т. е. три старшие коэффициента 
А ,  Д , С остаются неизменными. Следовательно, эти три коэф
фициента могут претерпевать изменения лишь в результате 
поворота осей координат.

Посмотрим, как  же преобразуются А , В , С, если система 
координат повёрнута на некоторый угол а. Обозначая через 
А х г 2 В х у С у 2 совокупность членов второго измерения урав
нения линии 2 -го порядка, рассмотрим, как  изменится этот 
трёхчлен в результате поворота осей координат на угол а. 
Очевидно, преобразованный трёхчлен будет представлять сово
купность членов второго измерения в преобразованном уравне
нии, потому что вследствие линейности формул преобразования 
координат члены второго измерения могут получаться лишь из 
членов того же измерения. Формулы преобразования к новым 
координатам X , У суть (гл. V, § 3):

o; =  X c o s a — У sin а, у — X  в іпа +  У соеа.
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Подставив эти выражения х , у  в трёхчлен А х * 2 В х у С у г , 
получим:

А х г +  2В ху-\- С у2 =  А  (X  cos а — У fin  a) 2 +
+  2 5  (X  cos а -  У s in a )(X  s in a + У  c o s a ) + £ ( X  sin a + У  cos a )2, (4)

или; раскрывая скобки и собирая вместе члены с X 2, ХУ и 
У2, мы будем иметь:

А х г +  2В х у  +  С у2 =  (A  cos2 а +  В  s in  a cos а +  С s in 2 а) X 2 +
+  2 [С sin a cos а +  5  (cos2 a — sin2a) — A  sin a cos а] ХУ +

+  (A  s in2 a — 2 5  sin a cos a +  С cos2a) У2. (5)

Обозначим для краткости через А^, 2В х и Сх коэффициенты 
при членах c j £ 2-, ХУ и У2 в выражении

(6)

Тогдачравенство (5) запишется

Ах* +  2 В х у  +  С у1 =  А ,Х г +  2 5 jX y  +  C lY \  (5 ')

Легко показать, что ,

А . +  С ^ А  +  С и А . С . - В ^ А С - В 2. (7)

В самом деле, имеем:

A l +  Cl =  (A cos2a +  2 5  sin а cos а +  C s in 2a) +
+  (A  s in2a — 2 5  sin a cos а +  С cos2a) =
=  A (cos2a +  s in 2a) +  С (sin2a +  cos2a) =  A +  С,

так как
sin2a +  cos2a =  1 .

Далее
A fiy  — В \ — (A  cos2 а +  2 5  sin a cos а +  С s in 2 а) {A s in 2 a —
— 2 5  sin a cos a +  Ceos2 a )— [(C — A) sin a cos a +  5  (cos2 a —sin2 a)]2.

Раскрывая скобки; мы увидим; что сократятся все члены, 
кроме членов, содержащих АС  и — 5 2, и у этих членов будет 
коэффициент

cos4a +  2 s in 2 a cos2 а +  s in 4 а =  (cos2 а +  sin 2a )2 =  1 .
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Следовательно, А ХСХ — В \ — АС — В 2, и оба равенства (7) до
казаны.

Таким образом, мы видим, что сумма коэффициентов при 
квадратах координат в уравнении (1 ') , т. е. сумма А -{-С , а 
также выражение АС  — В 2 остаются неизменными как  при пере
носе начала координат, так и при повороте осей координат, 
т . е. при любом преобразовании координат.

Эти два выражения, составленные из коэффициентов урав
нения (1 ') ,называются инвариантами уравнения линии 2-го по
рядка. Инварианты пмеют большое значение при изучении ли
нии 2 -го порядка; они представляют алгебраические функции 
от коэффициентов уравнения линии 2 -го порядка, не завися
щие от выбора осей координат, и поэтому служат аналитиче
ским средством для выражения наиболее существенных геомет
рических свойств линии 2 -го порядка — свойств, не зависящих 
от выбора осей координат. В § 3 мы уже видели, что рассмотре
ние инварианта АС — В 2 позволяет нам выделить среди линий 
2 -го порядка класс центральных линий.

В дальнейшем мы увидим другие важные приложения инва
риантов уравнения линии 2 -го порядка к её изучению и также 
будем иметь случай познакомиться с третьим инвариантом, 
существенно отличным от рассмотренных в этом параграфе.

§ 5. Упрощ ение уравнения центральной линии 2-го по
р яд ка . Постараемся теперь надлежащим выбором осей коорди
нат по возможности упростить уравнение центральной линии 
2 -го порядка

А х г +  2 В ху  +  С уг +  2 0 х  +  2E y +  F  =  0, (1 ')

где АС — В 2 ф  0.
Перенося начало координат О в центр О ' линии 2-го порядка, 

мы получим уравнение нашей линии в новых координатах:

A X 2 +  2 B X Y  +  6Y 2 +  t / e =  0, (8 )

где U0 есть результат подстановки в левую часть уравнения (1 ') 
координат центра вместо текущих координат. С целью дальней
шего упрощения уравнения (8 ) повернём оси координат X O 'Y  
около их начала на угол а, пока произвольный. Формулы 
преобразования к новым координатам X ' ,  Y ’ суть (гл. V, § 3):

X  =  X ’ cos я — Y ' sin я,' Y  =  X '  sin  а +  У ' cos я.

К ак  известно из § 3, подставляя эти выражения X , Y  
в уравнение (8 ), получим:

А хХ ' г +  2 В хХ 'У ’ +  С У 'г +  и о =  0, (9)

где А х, В х, С х выражаются по формулам (6 ),
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П ользуясь произволом угла я, выберем этот угол теперь 
так , чтобы коэффициент В х в преобразованном уравнении (9) 
обратился в нуль, т. е.

(С — A )  sin  я cos я - f  В  (cos2 я — sins я) =  0. (І>

Заметив, что

sin  я cos я =  ̂ - sin 2я, cos2a — sin 2 я =  cos 2 я,ш

перепишем уравнение (I), определяющее угол поворота я , 
в виде:

< т >

При таком выборе угла я уравнение (9) примет вид:

М :,2 +  >с2У' 2 +  Н0 =  0. (10)

Здесь А 1 =  А„ Сх =  к г, В , =  0. Равенства (7) дают:

 ̂ к 1 к%=  A  -J- С) к хкг =  АС  — В 2, 

т. е. к х и к г суть корни квадратного уравнения

к * - ( А  +  С )к  +  ( А С - В 2) =  0. (1 1 )

Уравнение (10 ) является простейшим уравнением централь
ной линии 2 -го порядка; из этого уравнения видно, что новые 
оси координат являю тся осями симметрии линии, ибо уравнение 
содержит только квадраты координат.

Резюмируя изложенное, мы приходим к следующему правилу. 
Чтобы составить простейшее уравнение центральной линии  

2-го порядка (АС — В 2 ф 0 ) ,  нужно:
1 . Найт и координаты, центра из системы уравнений

А х-\- B y - \-D  =  0, В х  -ф Су  +  Е  =  0.

2. Вычислить U 0, подставляя найденные координаты центра  
вместо текущих координат в левую часть данного уравнения ,

3. Найти корни к х и к г квадратного уравнения

k* —  (A  +  C )k  +  ( A C - B 2) =  О

и , наконец, подставить найденные значения к х, к 2 и U 0 в урав
нение

к хХ ' г +  к , Г 2 +  и 0 = 0 .



П р и м е р .  Уравнание линии 1-го порядка

х*— х 2/ +  2/’ +  2г — 4у =  О

привести к простейшему виду.
В данном случае

А С - В *  =  1 • 1 - г  =  г  Ф  0.
V .. У

т. е. линия—центральная. Для определения центра дифференцируем дан- 
ішо уравнение относительно х и относительно у.

2 х — у-\- 2 =  0, — х - \ -1 у  — 4 =  0.
s’ V '  ѵ " ' w • '

Решая эти уравнения, находим координаты центра: х „ = 0 , у0=  2. Под
ставляя эти значения в левую часть данного уравнения вместо те
кущих координат, получим U0= — 4. Составим квадратное уравнение

к ’ - [ А + С ) к  +  [ А С - В * ) =  0 .

1
В нашем случае А  =  С =  1, В  =  —— , и уравнение будет:

ft3 —  2ft +  % = 0 ,
4

откуда

Следовательно, простейшее уравнение данной линии 2-го порядка 
будет:

L X ’> +  \  Г " - 4 =  0,.

или
Х '*  +  ЪУ’г —  8 =  0.

З а м е ч а н и е .  Свободный член t/„ простейшего уравнения 
центральной линии 2 -го порядка можно выразить через 
коэффициенты исходного уравнения при помощи весьма про
стой формулы и, таким образом, при составлении простейшего 
уравнения возможно не определять координат центра. Действи
тельно, представим U0 в виде

U0 = Л х \  +  2В х 0у0 -\-C y\-\- 2D xu -f- 2Е у0 -j- F =
— (A x0 +  B y 0 -f- D) x 0 -j- (B x 0 -f- Cy0 +  E ) y 0 -|- D x0 -f- E y 0-\- Ft

Заметив, что x lt y 0 суть координаты центра и, значит, ѵдовло- 
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творяют условиям

А х 0-{-В у0-\-D =  0 , В х 0-^ С у0-\-Е  =  0, (3 ')
получим:

Uu =  D x0 +  E y 0 +  F. (12)

Реш ая систему уравнений (3 '), найдём к о о р д и н а т ы и  у 0 центра:

D В В D
Е  С С Е

А В А В
}

В  С в  с

D А
Е  В
А В
В С

Внося эти выражения в формулу (1 2 ), получим:

U0 =  D
I в D
IС Е
А В
В С

+  Е

D А  
Е  В
А  В  
в% С

+ F ,

или, приводя к общему знаменателю:

D
В  D
С Е +  Е

D А  
Е  В +  р

А  В  
В  С

D А  В  
В  С

Выражение, стоящее в числителе, представляет собой разлож е
ние определителя 3-го порядка

Д =
А В  D  
В С Е  
D Е  F

(13)

по элементам последней строки. Вследствие этого значение сво
бодного члена U„ определяется по формуле

(14)

А  В D
В  с Е
D Е F

— \ л  В 1
I в с !

Ч
151



П олагая для сокращ ения письма

8 =

перепишем формулу (14) таким образом:

А В I 
В  С , ’

(14')

Возвращаясь к правилу, формулированному в конце этого 
параграфа, мы можем его изменить следующим образом.

Чтобы составить простейшее уравнение центральной линии  
2-го порядка (АС — В 2 ф  0), нуж но :

1 . Найти корни 4 , и к г квадратного уравнения

k * - ( A  +  C )k  +  ( A C - B 2) =  0.

2. Подставить найденные значения А-, , А, в уравнение

М >2 +  *2У '2+ ^ -  =  о ,

где положено

8 =
А В А В  D

, Д = В С Е
В  С D Е  F

П р и м е р .  Привести к простейшему виду уравнение линии 2-го 
порядка 1

г* -  х у  +  у 5 +  2х  / -  4і/ =  0.

Как мы видели в этом параграфе, для данного примера корни й, и йг 
имеют значения

*і = * і  = 2 '

Следовательно, простейшее уравнение данной линии 2-го порядка 
будет:

Заметив, что
1 1 .

1 — -  1 1 — — 1 1
2 2 3 1 -----

— 1 — 2 3, о 0 =  ( 2 =  — 3  И
2

1
2 2 | і  — 2 1 2 1
1 — 2 0 1 - 2 0

3
=  4 *

последнее уравнение перепишем в виде

і  ;у'і +  | у ' 2 _ 4  =  о,‘ или Х 'г +  ЗУ'» -  8 =  0 .

§ 6 . Псследованпе простейш его уравнения центральной 
линии 2-го порядка. Простейшее уравнение центральной линии 
2 -го порядка будет:

А1Х ' 2 +  А1У ' 2 +  і /0 =  0. (10)
При выводе этого уравнения мы предполагали, что АС  — В 2 Ф  0 . 
Рассмотрим теперь отдельно два случая.

1. АС  — В 2 >  0 . Т ак  как  к 1к г =  АС  — В і , то в этом случае 
А, и к 2 имеют одинаковые знаки. Не уменьшая общности иссле
дования, мы можем предполагать А, и А, положительными 
числами, так как  в противном случае изменили бы знак во всех 
членах уравнения (10) на обратный. Сверх того, мы можем 
считать А, и А2 выбранными так , что А ,< А ,.

Если в уравнении (10) свободный член 1/0 равен нулю, то- 
наше уравнение будет иметь вид

A ,X '2- f  АгУ' 2 —0. (15)

Это уравнение удовлетворяется только при Х ' =  У ' =  0, т. е* 
ему соответствует точка.

Если U0 <  0, то, перенося свободный член Ue направо и р аз
делив всё уравнение на эту правую часть, представим уравне
ние в виде у/2 у /2

1 . (16)

А.

Т ак как  по предположению t /0 <  0, то выражения, стоящие 
в знаменателях последнего уравнения, положительны. Обозна
чая их через а 2 и А2, будем иметь:

Х ’% Y "
- ^  +  -^- =  1 ( а > Ь ) ,
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т. е. в этом случае уравнение (10) изображает эллипс (в частности, 
при  а =  Ь, — окружность).

Если же U0 >  0, то все три члена уравнения (10) положитель
ны, и это уравнение не удовлетворяется ни при каких действи
тельных значениях текущих координат * '  и У '. Следовательно, 
в этом случае уравнение (1 0 ) не определяет никакой действитель
ной линии, или, как  говорят, ему соответствует мнимое место 
точек.

2. АС  — В г <  0. Т ак  как  к ,к 2 =  АС — В 2, то в рассматри
ваемом случае А, и к 2 имеют различные знаки. Не уменьшая 
общности исследования, мо?кем предполагать /с, положитель
ным, а к 2 отрицательным, так как  в противном случае изме
нили бы знаки у всех членов уравнения (10). Если £/„ =  0, то 
уравнение (10 ) будет:

А1Х ', +  А,У'* =  0.
/ <

П олагая к, =  m j, к 2 =  — nj*, напишем это уравнение так: 

да2 * ' 2- ^ У ' 2= .0 ,
или

(д а ,* ' +  п ,У ')  (д а ,* ' -  п ,У ') =  0.

Последнее уравнение равносильно двум уравнениям первой 
степени:

д а ,* ' +  п ,У ' =  0; д а ,* ' — п,У ' =  0.

Следовательно, в этом случае уравнение (10) изображает совокуп
ность двух прямых линий , проходящих через новое начало коор
динат, т. е. две пересекакгщиеся прямые.

Если же U0 Ф 0, то, перенося свободный член U 0 в правую 
часть и деля всё уравнение (1 0 ) на эту правую часть, придадим 
ему вид (16).

’  и
В случае отрицательного знака у U„ выражение - г - 9

иположительно, а выражение —г—° отрицательно. Обозначая этил2
выражения соответственно через а* л — А2, преобразуем уравне
ние (16) к виду

т. е. уравнение (10) изображает гиперболу , действительная ось 
которой совпадает с осью О 'Х '.

Наконец, в случае положительного знака у U g, выражение
отрицательно, а выражение —;~  положительно. Обозна- kl к2

чая эти выражения соответственно через — а 2 и Ь2, придадим
уравнению (16) вид

г *
а’ ^  Ь2

т. е. уравнение (10 ) изображает попрежнему гиперболу , дей
ствительная ось которой совпадает уже с осыо O 'Y ' .

Итак, резюмируя исследование, произведённое в этом пара
графе, получаем:

1. АС  — 5 2 > 0  — эллипс (или окружность), мнимое место 
или точка. К ратко мы скажем, что при АС — В 2 >  0 уравне
ние изображает кривую эллиптического типа.

2. АС  — В 2 <  0 — гипербола или две пересекающиеся прямые 
линии . К ратко мы скажем, что при АС — Б 2 <  0 уравнение 
изображает кривую гиперболического типа.

З а м е ч а н и е .  Проведём более детальное исследование 
простейшего уравнения центральной линии 2 -го порядка, от
правляясь от её уравнения

А ,* '*  +  М " ! +  £  =  0 , (17)

где положено

Д =
А В  D  
В С Е  
D Е  F

8 =
А В  
В С

s — кі~\~ к г — А С.

Согласно проведенному выше в этом параграфе плану, рас
смотрим отдельно два случая:

I .  8 >  0. Т ак  как  А,А2 =  8 , то в этом случае А, и А3 имеют
одинаковые знаки, и мы приходим к подразделению случая 1
на два:

I , .  А, и к 2 положительны, т. е. е >  0.
І а. А, и к 2 отрицательны, т. е. е <  0.
Если в уравнении (17) свободный член А равен нулю, что 

будет лишь при условии Д =  0, то наше уравнение будет:

А, * ' 2 +  АгУ ' 2 =  0.

Это уравнение удовлетворяется только при * '  =  У' =  0 (в обоих 
случаях I , ,  І 2), т. е. ему соответствует точка.
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Рассматривая случай I ,  и предполагая Д <  0, перенесём 
свободный член уравнения (17) направо и, разделив всё уравне
ние на эту правую часть, представим его в виде

^ '* 4 -  г ' * - 1
j= *  Н *  (16')
Aj4 Аа4

Т ак как  по предположению А <  0, то выражения, стоящие 
в знаменателях последнего уравнения, положительны и, зна
чит, обозначая их через a s и 62, мы получим уравнение

£ 1 * 4 .1 2 - 1
а ‘ Ь‘ >

т. е. в этом случае (8 >  0, е >  О, Д <  0) уравнение (17) изобра
жает ачлипо (в частности, при a = 6 ,—окружность).

Если же 8 >  0, ѳ >  О, Д >  О, то все три члена уравнения
(17) положительны и оно не удовлетворяется ни при каких дей
ствительных значениях текущих координат X ' ,  Y ' .  Следова
тельно, при этих условиях уравнение (17) не определяет ника
кой действительной линии, или, как  говорят, ему соответствует 
мнимое место точек.

Переходя к  случаю І 2 (8 >  0, е <  0), мы, очевидно, придём 
к обратным заключениям: при Д >  0 — эллипс, при Д <  0 — мни
мое место точек.

Объединяя оба случая I ,  и І 2, мы видим, что эллипс полу
чается, когда s и Д—разных знаков, и мнимое место, если е и Д— 
одного знака.

И так, если 8 > 0  и аД <  0-— эллипс,
если 8 > 0  и еД >  0 — мнимое место, 
если 8 > 0  и Д =  0 — точка.

I I .  8 <  0. Т ак как  & ,& ,= 8, то в рассматриваемом случае 
А, и /г2 имеют различные знаки. Если Д =  0, то уравнение (17) 
примет вид

k lX ’* +  k tY ' t =  0

и, как  мы видели в основном тексте настоящего параграф а, рав
носильно двум уравнениям первой степени. Следовательно, если 
8 <  0 и Д =  0, то уравнение (17) изображает совокупность двух 
прямых линий, проходящих через новое начало координат, 
т. е две пересекающиеся прямые.

Если же АфО, то, перенося свободный член ~  в правую 
часть и деля всё уравнение (17) на эту правую часть, придадим
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ему вид (1C'). Т ак как А, и А2—разных знаков, то знаменатели 
в уравнении (16 ') имеют противоположные знаки и поэтому это 
уравнение изображает гиперболу.

Итак, если 8 < 0  и А ф О — гипербола,
если 8 <  0 и Д =  0 — две пересекаю щ иеся прямые.

§ 7. Третий ишшрняпт урялнепия липни 2-го порядка. В § 4 мы
доказали инвариантность двух выражений:

е =  Л  +  С, 9 =  А С — В*

при любом преобразовании осей координат. Тем же свойством инвариант
ности обладает также определитель Д, составленный из всех коэффи
циентов уравнения линии 2-го порядка:

I А  В  D  
Д — I В С Е  •

I D B F

Чтобы это доказать, рассмотрим сначала центральную линию 2-го по
рядка с уравнением

U =  A x *  +  2 B x y  +  Cy* +  1D x + 4 E y  +  F  =  0,  . (18)

где предположено 4 =  А С  — В 2Ф  0. Пусть выполнено любое преобразова
ние осей координат, и уравнение нашей линии относительно преобразо
ванной системы будет:

U l = A lx* +  2B lx y  +  C{yt +  2Dlx  +  2E1y  +  F l =  0, (19)

где A t , В ѵ Сх определяются согласно формулам (6) из § 4.
Покажем, что

А В  D  1 А Вг
В С Е \  = в с ,
D Е  F  1 D і в ,

или
Д =  Д|.

С этой целью приведём уравнения (18) и (19) к простейшим видам:

А,*'»+  *,!"«+ у  =  0 (18')
И

k lX '*  +  k ,Y '* + %  =  0. (19')

В последних уравнениях к х, А, и 4 имеют соответственно одинаковые 
эначения, потому что 4 и s =  А  +  С по доказанному в § 4 суть инварианты, 
а Aj и кг — корни квадратного уравнения А* — eA -f 4 = 0 .  С другой сто
роны, уравнения (18') и (19') изображают одну и ту же линию 2-го
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порядна относительно общей системы осей координат, и следовательно, 
должны совпадать; отсюда следует, что

Д =  Ѵ

Пусть теперь уравнения (18) и (19) изображают линию 2-го по
рядка относительно двух различных систем координат при условии 
6 =  А С  — В 2=  0. В этом случае А  и С будут одинакового 8нака, и мы 
можем их считать положительными, изменив в противном случае знаки 
но всех членах данного уравнения.

Заменим А  через А '  =  А  +  •>) и С через C, =  C -fi) , где т|— любая 
положительная величина, сохраняя остальные коэффициенты неизмен
ными. Тогда изменённое уравнение будет удовлетворять условию

5' =  А ’С  -  В* =  (А  +  г,) (С +  д) -  В* =  шг, +  ч* =  г, (а + 'Ч) >  0.

и, следовательно, по вышедоказанному Имеем:

і А ' В D I А\ в\ D[
В С' Е “  і 1 с ; E ’l
D Е F 1 D x К F[

, или А' =  ДІ. ( 20)

где А[, В \ ,  С[ получаются из А \  В , С  по тем же формулам (6) § 4, 
что и А г, В ,, Сі из Л , В , С.

Равенство (20) имеет место при любом ij, >  0. Заставляя ij стре
миться к нулю и замечая, что при этом

А '-> А , С -* С , А [-

иолучаем из (20) в пределе:

•1»

F
В ѵ С[ ■ Сх, D x > D it Е х —> Е  l

А В D А , в , D
В С Е  = в , с , в ,
D Е f \ Гг

, или Д =  А,.

Таким образом, доказано, что определитель Д представляет собой инва
риант уравнения линии 2-го порядка как в случае 6 Ф  0, так и при д — 0. 
Другими словами, уравнение любой л и н и и  2-го порядка имеет т р и  раз
личных инвариант а  е, 5, Д.

§ 8 . Главные диам етры  центральной линии 2-го порядка. 
Д л я  построения центральной линии 2-го порядка в первона
чальных координатных осях нужно знать расположение новых 
осей координат относительно прежних, т. е. нужно составить 
уравнения главных диаметров (осей симметрии) линии в старых 
координатах. Оба главные диаметра проходят через центр, 
координаты которого мы обозначаем через х 9 и у 9; следователь
но, уравнения их имеют вид (гл. I I ,  § 9):

у - у 9 =  т { х - х 9). -  (21)
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Займёмся определением углового коэффициента т для того 
главного диаметра, который принят за ось О ’Х ’. Т ак  как  на
правление оси О 'Х ’ получено из направления старой оси ОХ  
путём поворота на угол а, то

от =  tg a .

Этот тангенс мы найдём из двух первых формул (6 ) § 4, 
в которых нужно положить .4, =  At и B t =  0.

Перепишем их в виде

sin a 
cos a

A  cos2 a -f- В  sin a cos a -j- В  sin a cos a -}-Csin2 a =  k iy 
—• A  sin a cos a -j- В  cos2 о. — В  s in 2 a - f  С sin a cos a =  0.

Умножая первое уравнение на sin а , а второе —на соз а и сло
ж ив почленно, получим:

В  cos a -(- С sin a =  k x sin a,
пли

В  cos a =  (k 1 — С) sin a.

Окончательно имеем:

Вот =  tg  a =
*t - c -

П одставляя это значение в уравнение (21), получим уравнение 
главного диаметра центральной линии 2-го порядка , принятого 
в» ось О 'Х ':

У ~  Уо =  р 4 г с ( х -*<>)■ (22)

Из условия перпендикулярности главных диаметров сле
дует, что угловой коэффициент другого главного диамет-

Q _ ^
ра, принятого га ось O 'Y 1, будет — * Нетрудно дока
зать, что

с  — л, _  в  
В  ~ к і —  С і

В самом деле, это равенство можно записать так:

( С - к , )  (к , - С )  =  В \  или — k lk t +  C {k l +  k ,)  — C , =  В \
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Т а к  как А1 +  А2 =  Л 4 - С  п к 1к.1=  АС — В 2, то последнее равен
ство приводится к виду:

-  (АС  -  В 2) +  С (А  +  С) -  С* =  В 1,

что представляет тождество.
Таким образом, для второго главного диаметра, приня

того за ось О 'У ', получаем уравнение, аналогичное (22), 
а  именно:

=  (* — *•)• (22')

П р и м е р. Составить уравнения главных диаметров линии 2-го 
порядна

z* — ху +  у* +  2х — 4у =  0.

Каи мы видели, центр этой линии имеет координаты х „ = 0 , у0 =  2
1 3

(§ 3). Далее в § 5 мы видели, что для этой линии й, =  — , к 2=  Следо

вательно, уравнения главных диаметров этой линии будут:

1 _  1

У — 2 =  1 _ ( * _ 0 )  (ОСЬ О '* ') , у  — 2 =  ——— (х — 0) (ось О Т '),
— _  1 — — 1
2 1 В

«ли
х — у +  2 =  О и х +  у — 2 =  0.

§ 9. Построение цептральгоп лпппп 2-го порядка. Чтобы 
построить центральную линию 2 -го порядка в старых коорди
натах, нужно привести её уравнение к  простейшему виду и со
ставить уравнения главных диаметров, принимаемых за новые 
оси координат. Построив новые оси координат по их уравне
ниям, вычерчиваем нашу линию по её простейшему уравнению. 

П р и м е р  1. Построить линию 2-го порядка

х* — ху  -f у'- +  2х — 4у =  0.

3
Здесь  А С  — В * =  — >  0. Линия есть эллипс. В § 5 мы составили простей

шее уравнение этой линии:

Уравнения новых осей О’Х ’ и О 'У ', к ак  мы видели в конце предыду
щего параграфа, будут:

х — у +  2=»0 ( (У Х ')  и х  +  у  —  2 =  0 (О 'У ').

Построив оси О ’Х ’ и О 'У ', вычертим эллипс (черт. 78).
П р и м е р  2. Построить линию 2-го порядка 

&
2 х у  — 4х — 2у +  3 =  0 .

Здесь А С — В г = — 1 <  0, т. е. линия есть гипербола. Чтобы найти 
её простейшее уравнение, определим сначала ко- ч
ординаты центра. Дифференцируя данное уравне
ние но х  в  у,  получим:

2у — 4 = 0 ,  2х — 2 =  0,

откуда х„ =  1, у , =  2. Подставляя эти эначения х„ и 
у„ в левую часть данного уравнения, найдём свобод
ный член простейшего уравнения U0= — 1. Соста
вим квадратное уравнение;

к'- —  (А  +  С) к +  (А С  —  В*) =  О,

т. е. к 2 — 1 =  0, откуда к, — 1, й „ = — 1, Простейшее уравнение будет:

X ' 1 —  У'* — 1 =  0.

Чтобы построить нашу гиперболу,’ начертим 
сперва её главные диаметры. Уравнения глав
ных диаметров будут:

у _ 2  =

у - 2  =

1
1 — О 

1
—  1 —  0

f x — 1) (ось 0 ' Х ' ) і 

(х  — I) (ось О'У'),

х — у + 1 =  0, х + у — 3 =  0) 

кривая изображена на черт. 79.

§ 10. И сследование уравнения линии 2-го порядка, 
не имеющей определённого центра (А С  — В* =  0). Обратимся 
теперь к уравнению

A xi - \-2 B x y r ^ C y 1-^-‘lD x -^ -2 E y -{ -F  =  0 ( 1 ')

в том случае, когда АС — В 2 =  0 , или АС =  В 2.
Из последнего условия видно, что А  и С—одинакового знака 

и мы можем считать и х  положительными [в противном -случае 
мы изменили бы знаки во всех членах уравнения (1 ') ] . 

П олагая А  =  а2, С =  р2, будем иметь:

В ' =  г У  и #  =

11 Привалов <61



выбирая я и р с надлежащими 8наками (т. е. если В  поло
жительно, а и р  берём со знаком - f ; если В  отрица
тельно, то а берём со знаком , а р  со знаком — ). В в ед я  
эти обозначения вместо А , В , С, уравнение (1 ') запишем 
так:

а V  +  2ар х у  +  р у  +  2 D x  -f- 2Е у  - f  F  =  О,
или

(.zx +  Py)l +  2D x +  2E y +  F  =  0 , (23)

т. е. в случае АС  — В 2 =  0 трёхчлен второго измерения уравнения 
(1 ')  изображает точный квадрат двучлена ах +  ру.

Чтобы упростить уравнение (23), повернём систему осей
координат на угол <р, определяемый из условия t g m =  — —.

§Легко найти sin 9  и cos 9  по формулам:

sin 9  =  ±  , cos 9  — і
У 1 +  tg2f  ’ Т У 1 +  tg*<f ’ 

т. е. в данном случае

sin 9  =  =£-— 4 = = - , cos 9  =  ±
Уя* + Р2 ’ Т +

Выбор верхних или нижних знаков в этих формулах соответ
ствует выбору положительного направления на новой оси 
абсцисс. Возьмём, например, верхние знаки. Формулы преобра
зования координат суть:

х  =  Х  cos 9  — Y  sin  9  =  - Х  +  аУ ,

V- • і ѵ  — +  5 Уу  — X  sin 9  - f  Y  cos 9 =  — —  4
K«‘ +  ?2

Прежде чем подставить эти значения х  и у  в данное урав
нение (23), найдём выражения для ах +  ру  и 2D x  - f  2Е у  +  F  
в новых координатах х ' и у ' .  Очевидно, имеем:

‘2D x +  2E y +  F =  ‘i n ? X + ,lY - ^ 2 F ~ a X + ^ -4r F  =

где положено

Г)' =  №  -  яЕ . Е ' =  №  + aD- . (26)
У  а* + Р2 Y  ** +  Р2

Пользуясь формулами (24) и (25), напишем данное уравнен 
яие (23) в новых координатах:

(а2 +  р2)У 2 +  27>'Я +  2 £ 'У  +  і? =  0. (23')

Перенесём теперь, сохраняя направления осей, начало коор
динат в точку О ' (Х„, У0), где Х„ и У„ будут определены в даль
нейшем. Формулы преобразования координат суты

Х  =  Х ' +  Х„; У =  У' +  У0.
4

Преобразованное уравнение немедленно получим, пользуясь 
правилом § 2 ; это уравнение будет вида

(а2 +  р2) У ' 2 +  2D ’X '  +  2 E "Y ' +  F ' =  0 , (23")

где положено

£ "  =  (а2 +  р2)У 0 +  £ ' ;  F* = -,(а2 -ф р2)У^ +  2 D 'X 0 -fc- 2Е 'У 0 F. (27)

Чтобы уравнение (23") имело простейший вид, выберем 
я :., у 0 так , чтобы в этом уравнении исчезли член с У' и сво
бодный член. Д л я  этого нужно определить Х а, У0 из уравнений

Е" =  О, F ' =  О,
или

(*’ +  Г ) Y 0 +  Е ’ =  0, (а2 +  Р2)У2 +  2D 'X 0 +  2E 'Y 0 +  F  =  0. (28)

Т ак  как a 2 - f  Р2 Ф  0 , то из первого уравнения (28) определим У0; 
подставив найденное значение У„ во второе уравнение (28), 
найдём Х 0, если D ' ф  0 . Выбрав 2Г0, У0 указанным образом, 
придадим уравнению (23") следующий вид:

(а2 +  р2) У ' 2 -f- 2 D 'X ' =  0, (2 3" ')
или

У' 2 =  2 р Х ',



Это уравнение изображает параболу, для которой новая ось 
абсцисс является осью симметрии (главным диаметром); другая 
ось координат касается параболы в вершине О'.

Итак, мы видим, что уравнение (1 ') в случае А С — В 2 — О 
изображает параболу. Однако, вычисления становятся невыпол
нимыми, если D' — О, так как  в атом случае нельзя определить 
Х 0, Y 0 из уравнений (28). Таким образом, остаётся исследо
вать, что изображает уравнение (23), когда D ' — 0. Последнее 
условие, согласно первой из формул (26), равносильно пред
положению

$D — aE =  0.

Т ак  как  а и р одновременно не могут быть равны нулю, то мы
вправе очитать р=?ь0. Из последнего равенства получаем:

«

Внося это значение D  в уравнение (23), придадим ему вид

(а.х +  ^у)г ф ~  (ажфРг/) +  В =  0. (2 3 " " )

Считая в последнем уравнении аж-f-fiy ва искомую величину,
определим эту последнюю посредством решения квадратного 
уравнения (2 3 " " ) .

Таким образом, получим:

<г.х +  $у =  К 1; аж +  Ру =  ЛГ2, (29)

где К 1 и K t суть постоянные числа.
В рассматриваемом частном случае уравнение (23) распа

дается на два уравнения первой степени (29). Рассмотрим 
отдельно три случая.

1. п K t с у т ь  м н и м ы е  ч и с л а .  У равнения (29) 
не удовлетворяются ни при каких действительных вначениях 
ж и у . Уравнение (23) изображает мнимое место точек [пару 
мнимых прямых (29)].

2. К х и K t с у т ь  д е й с т в и т е л ь н ы е  и р а з л и ч 
н ы е  ч и с л а .  У равнения (29) изображают пару параллель
ных прямых линий. Следовательно, уравнение (23) изображает 
линию 2 -го порядка, распадающуюся на пару параллельных 
прямых.
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3. К 1 =  К г. У равнения (29) представляют две одинаковые 
прямые. Следовательно, уравнение (23) изображает две совпа
дающие прямые.

Итак, в случае АС  — В 2 — 0 уравнение (1 ') изображает либо 
параболу, либо пару параллельных прямых. К ратко мы скажем, 
что при АС — В 2 — 0  уравнение изображает кривую параболи
ческого типа.

Я а м е ч а н и е 1. Результаты произведённого исследования урав
нения второй степени (1'), при условии 6 =  А С —В г— 0, можно выразить 
с  помощью коэффициентов этого уравнения, подобно тому, как это было 
сделано в § 6 для случая Ъ ф Ъ .  Пусть

й =  А С  — В г = 0  и Д =
А  В  D  
В С Е  
D  Е  F

=  0,

Первое условие, как мы знаем, равносильно равенствам

Л =  а*, С — Р*. В =  ар.

Внося эти значения А ,  В ,  С в равенство Д =  0, получим после разло^ 
жения определителя по элементам последней строкиі

D  (арЕ  — p«D) — Е  (а*Е  — ар/>) =  0,
или

— 2apz»£ +  pa£»« =  0, или ( a f i — pfl)» =  0t
откуда

a Е  *  р D
и следовательно,

£ =  —
Г  •

Внося это значение D  в данное уравнение (23), придадим ему вид

9 Р
(аж +  Ру)* +  -р- (аж +  ру) +  F  =  0.

Ив последнего уравнения мы заключили, что в этом случае линия 
й-го порядка распадается на пару параллельных прямых (мнимых, дей
ствительных или сливающихся). Обратно, легко видеть, что если линия 
Й-го порядка распадается на пару параллельных прямых, то инвариан
ты 6 и Д равны нулю. Действительно, пусть ах +  $ у = К 1 и ах +  $ y = I ( t 
суть уравнения параллельных прямых; тогда уравнение линии 2-го по
рядка будет: ,

(ах +  Рз/ — К х) (ах +  $у — К г) =  0,
откуда

А  =  а», В  =  ар, С’=р> , Д  =  - - 1 ( / Г 1 +  ДГ1), Е  =  _  І - ( Я , .+  К ,) ,

F  =  К 1К І Г

(6 5



и определители 4 =  0 и

Д = ■?

а? — ~  (Kt + К3)

- - ( K t + Kt) - - ^ ( К г + К,)

~ ^ ( К 1 + К,)

к , к г

= 0(1 р
Кі +  Е ,

р
е . +  е ,

- т  (£■, + £■,) 

- A ( j r 1+ irt)

К\К%

т. е. Д = 0 , потому что последний определитель имеет два одинаковых 
столбца.

Итак, необходимые и достаточные условия распадения линии 2-го 
порядка на пару параллельных прямых будут:

4 = 0 , Д =  0.

В силу основного текста настоящего параграфа мы приходим к за
ключению:

если 4 =  О, Д ф  0, то линия представляет собой параболу,
если 4 = 0 , Д =  0, то линия распадается на пару параллельных 

прямых (мнимых, действительных или сливающихся).
З а м е ч а н и е  2. Формулу (I) для параметра параболы можно по

лучить, пользуясь инвариантами. В самом деле, пусть С^Г'2 +  2Е 1ЙГ/ =  О 
есть простейшее уравнение параболы. Вычислим выражения е, Д по 
первоначальному уравнению параболы и, пользуясь их инвариант
ностью, получим:

С1 =  е,
О О Е , 
О С, О 
Е , О О

=  Д, или D \C l =  —Д,

откуда

2 > J = - T .

Заметив, что р =  — ^  , имоѳмз

1G6

Легко показать, что формула (Г ) совпадает с формулой (I) основ
ного текста. В самом деле:

Д =
а2 а{1 Е  
ар р2 Е  
D Е  F

=  D ( Е аЗ — Е(12)—Е  (Е а2 — ЕаР) =  —(Е а — Ер)2,

и следовательно,
Е а — Ер  

р ~  (а2 +  Р2)*/* ‘

Что касается внака у р, определяемого формулой (I), то он обусло
влен определённым выбором положительного направления на новой оси Л? 
(верхние знаки в формулах при sintp и соз<р).

3 11- Определение главного диам етра и вершины п ара
болы. Возвращ аясь к исследованию, произведённому в основ
ном тексте § 10 , мы видим, что уравнение оси симметрии пара
болы после поворота осей координат будет У = У 0, где У0 опреде
ляется первым из уравнений (28) и второй формулой (26), т. е.

Y  Е '  aD  -{- рЕ
0 — а2 р2 _  (а2+ Р 2)*/2 ’

a Y  связано со старыми координатами формулой.(24), т. е.

у  _  _ а* +  Р»
/ а 2 +  р2

Внося выражения Y  и У0 в уравнение У =У „, мы получим 
уравнение главного диаметра параболы относительно перво
начальной системы координат:

. „ а Е + р Ва.х+$гу=  -  аі +  у  ■
ИЛИ

™  +  +  =  (30)

Чтобы найти координаты х 0, у 9 вершины параболы, очевидно, 
следует резрешить совместно систему уравнений (23) и (30), 
так как вершина есть точка пересечения параболы с её главным 
диаметром. »

П р и м е р .  Составить уравнение главного диаметра параболы

(сг +  2х у  +  у ^ + 2х  +  у =(1 

и определить её вершину.
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Написав данное уравнение в виде

(я + у )3 +  '1х  + у  =  0 ,

/ваключаем, что

а =  1 . р =  1 , В - 1 , R =  y ,

Следовательно, уравнение диаметра будеті

1 ‘ 1 +  1 ‘ Y  3
я -Р у -Р----{ Г + ІІ  =  0 или x +  y + T =,0j

Решая совместно уравнения параболы и главного диаметра, найдём 
координаты вершины;

3 9
* + У =  - Т -  **  +  У = ~ к ’

откуда .
3 15

*°~7б ’ Уо Іб^

§ 12. Упрощ ение уравнения параболы. П е р в ы й  с п о с о б а  
Чтобы получить простейшее уравнение параболы, можно посту
пать следующим образом. Зн ая  уравнение главного диаметра 
параболы

(30)

определяем координаты вершины, решая совместно уравнение 
(30) с данным уравнением параболы. Д алее, так  как  угловой 
коэффициент главного диаметра параболы (новой оси абсцисс)
есть — , то легко найти оинуо и косинус угла поворота 9

новых осей координат, зная, что tg<p= — ^ .Н а к о н е ц , остаётся
в данном уравнении параболы заменить текущие координаты 
по формулам преобразования координат

х  =  X ’ cos 9 — Y ’ s in  9  +  х л; у  — Х '  sin  9  -|р Y ' cos 9  у9.

П р и м ѳ pi Привести к простейшему виду уравнение параболы 

я2 -р 2х у  +  у2 -р 2х -р у  =  3S
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Как мы видели в конце прошлого параграфа, уравнение главного 
диаметра этой параболы будет:

я -Р у  +  - -̂ =  0,

3 15
я координаты еб вершины суть: я„ =  — , у0=  — В данном случае 

tg (р=— 1; следовательно, имеем:

s in ? = :F v T ’ со8 »= ± 7 ? '

Возьмём, например, нижние знаки в этих формулахі 

s i n < p = ^ ,  e0S? =  _ - J _ ,

чем устанавливается положительное направление новой оси абсцисс. 
Формулы преобразования координат суть:

х  = Х '  cos у — Г 'sin у + х„, y = Y ' sin у + Y ' cos у -py„.

В данном случае они примут вид

я = ---- ± = ( X ' + Y ' ) + ~ ,  y ^ ~ { X ' ~ Y ' ) ~ .
У  2 16 У  2 16

Подставляя эти значения ж и у в данное уравнение параболы

(я +  2/)* +  2х -р у = 0 ,
получ им

или после упрощения!

і /Т
2 У ' * _ 4 ^  =  о, т. в. У '‘ = —  Х \

У  2 4

3  г о р о й  с п о с о б .  Пользуясь формулой (I) из § 10, определяем

дЯ—Э D
Р~  (А +

и вносим найденное значение в простейшее уравнение параболы

У'» =  2 р Х \
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П р и м е р .  Привести к простейшему виду уравнение параболы

ж* +  2жу 4- У» 4- 2ж -|- у  =  О

(тот же пример, что и разобранный выше в этом параграфе).
1 -

Здесь а =  1, 1, D — 1, Е = — . Следовательно, по формуле (I) полу

чаем:

(12+ 12)8/2 2 . 2 ^ 2  

уравнение параболы примет вид:

Сравнивая с решением по первому способу, мы видим, что различие в зна
ке при р  объясняется тем, что положительное направление на оси О 'Х '  
теперь выбрано противоположным первоначальному.

§ 13. Построение параболы. Чтобы построить параболу 
по её уравнению в старых координатах, нужно привести это 
уравнение к простейшему виду, как  это было сделано в § 1 2 ; 
Зн ая  уравнение главного диаметра (новой оси абсцисс), строим 
эту ось и отмечаем на ней вершину по координатам (х0,г/0). 
Положительное направление новой оси абсцисс назначаем 
еогласно той четверти, в которой лежит угол 9 , образованный 
положительным направлением новой оси абсцисс с положи
тельным направлением старой оси Ох.

При использовании формулы (I) для параметра р  необхо
димо помнить, что этот угол <р следует брать в ч е т в ё р т о й  
или т р е т ь е й  четвертях, смотря по тому, будет ли р п о л о- 
ж и т е л ь н о  или о т р и ц а т е л ь н о .  Это правило вытекает 
из вывода формулы (I) для параметра р, произведённого в § 1 0 , 
при котором мы приняли sin 9 , отрицательным, а знак cos 9 
совпадающим со знаком р. Затем проводим новую ось ординат 
через вершину перпендикулярно к главному диаметру пара
болы. Наконец, по простейшему уравнению вычерчиваем пат 
раболу.

П р и м е р. Построить параболу

ж* +  2х у  +  у5 +  2ж +  у  — 0.

Как мы видели в прошлом параграфе, простейшее уравнение нашей 
параболы будет:
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Ч 15
Координаты вершины О' суть: х„ =  ̂  , ув= — j g . а уравнение главЧ
ного диаметра (оси О ' Х ' ) будет:

*  +  У +  4- =  0 ’

причём положительное направление на оси О ' Х '  мы выбрали так, что 
угол f  этого направления с положительным направлением оси Ох  лежит 
во второй четверти (так как sin ? >  0, cos <р <  0).

По этим данным строим новые оси координат и относительно них
У  2 '

вычерчиваем параболу согласно её уравнению У '* = —  ̂ X '  (черт. 80).
Поступая по второму способу, получим простейшее уравнение па

раболы: ' у,

У'- =  -

Ifi’Координаты вершины О ’ суть: ж0=

15уа — — — , а уравнение главного диаметра 

(оси О’Х ' )  будет:

х  +  у  +  ~ = 0 ,

причём положительное направление на 
оси О ' Х '  мы всегда выбираем здесь со
гласно правилу, формулированному выше. В данном случае угол у 
Лежит в четвёртой четверти (так как sin  9 <  0, cos у >  0). По этим 
данным строим новые оси координат и относительно них вычерчиваем

У  2параболу согласно её уравнению Y '2 = — — X '  (на черт. 80 положи

тельное направление оси О ' Х '  направлено в другую сторону).

У пражнения

1. Найти центр кривой 2-го порядка, выражаемой уравнением

Зж* — 7жу +  5у* +  ж — Зу — 3 =  0.

2 . Найти центры кривых 2-го порядка, выражаемых уравнениями:

а) х ‘ —  у1 —  4ж — 2 у +  1 = 0 ;  Ь) 5жг— 2жу +  Зу5—2ж +  Зу—6 =  0;

с) 2ж* 4- 5жу +  2у» — 6ж—Зу +  5 =  0; d) ж3 4- у*—2ж 4- Зу—1 =  0;

е) 9ж! — ЗОжу 4 -25у! 4 -8ж — 15у =  0; f) 4х — 4ж у4-у54-4ж — 2у =  0.

3 . Показать, что прямая 7ж (-у 4 - 6 = 0  проходит через центры 
кривых

Зж*- — 7жу —6у» 4-Зж — 9у 4-5 = 0 ,
Зж» — 5жу 4- 6у» 4- 11ж — 17у 4-13 =  0.
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4*. Найти уравнение кривой 2-го порядка, проходящей через точки 
(5, 3), <4, 2), (— 1, — 3) и имеющей центр в точке (О, 1).

5 . Найти уравнение кривой 2-го порядка, центр которой лежит

в точке (0, 2) и которая проходит через точки (1, 1), (2, 3), ^ —4 , ----

6. Упростить уравнения следующих центральных кривых при по
мощи переноса начала координат: а) ж2—у 2— 2х  +  у  =  0; Ь) 2х 2— Зу2 —  
— 8х -р 12у— 6 =  0; с) х х — 4у2 — 2х  — 2у — 2 — 0.

7. Упростить уравнения следующих кривых при помощи поворота 
осей координат:

а) х 2 — * у 4 - у 3— 1 = 0 ;  Ь) 5ж2 4 -4жу 4 -2у2— 12 =  0; 
с) 4х24-8ху — 2у3 — 7 = 0 .

8* . Составить простейшее урзвнение, а также построить кривую, 
выражаемую уравнением: а) Ьх2 4- 4жу 4- 2у3 — 2 4 х — 1 2 у 4 - 1 8 = 0 ;
Ъ) х г 4- Вжу 4- у 2—4 x 4 -у — 1 = 0 ; с) 2х2 4- 2у2—-2х— 6у— 1 3 = 0 .

9 >). Составить простейшие уравнения, а также построить кривые, 
выражаемые уравнениями:

а) 2жу — 4х — 2у4 -3  =  0; Ь) ж2—гу2—4х 4 - 2у — 1 =  0;
е) 5ж34-12ж у— 22х — 12у — 19 =  0; d) ж34-2жу 4 -У3 4- Зж-)-у =  0; 
е) 6жу-)-8у3 — 12ж — 26у 4-11 =  0; f) ж3—2ж у4-у3—10ж—6у4-25 =  0; 
g ) 7х3 — 24жу — 38ж 4 -24у 4-175 =  0; h) 5ж34-бжу4-5у2— 16ж — 16у — 16 =  0; 
і) ж3 — 2 х у -|-у 3 — ж — 2у-(-3 =  0; к) 5ж3-|-8жу4-5у3— 18ж— 18у4-9 =  0;
і) 4ж3—4ж у4-у3— 2ж — 14у4-7 =  0; т )  4ж3—4ж у4-у3—ж—2 =  0; 
п) 40жа4-36жу4-25у3—8ж— 14у— 1 = 0 ; о) 2ж3—Зж у4-Зу34-х—7у4-1  =  0; 
р) 2ж3—5ж у-|-5у— 1 =  0; q) 4ж3—12жу4-9у3—36x4-100 =  0.

10*. Определить вид и построить кривую, заданную уравнением

ж1/з 4- у ' 3J =  а 1/».

11. По виду уравнения 5 х 2 4 -бжу 4 -5у2— 16.x— 16у— 16 =  0 показать, 
что кривая есть эллипс.

1*2. По виду уравнения 5ж2 4 -8ху 4 - 5у2— 18х— 18у4-9=  0 показать, 
что кривая есть эллипс.

13. По виду уравнения 40ж3 4 - Збжу 4 -25у3— 8ж— 14у— 1 = 0  показать, 
что кривая есть эллипс.

14. Непосредственно покавать, что уравнение 2х3— 3 х у 4 -3 у 2 4-х  —  
— 7 у 4 -1 = 0  изображает эллипс.

15. По виду уравнения 2ху— 4ж— 2 у 4 - 3 = 0  показать, что кривая 
есть гипербола.

16. По виду уравнения ж3— 2у3—4 х 4 -2 у — 1 = 0  показать, что кривая
есть гипербола.

3) Большинство нижеследующих примеров ваимствовано из книг:
О. Н . Ц у б е р б и л л г р , Задачи и упражнения по аналитической геометрии 
и О. К . Ж ит ом ирский , Аналитическая геометрия (конспект) («Сеятель»
Ленинград, 1924).

т

17. По виду уравнений
5ж» 4- 12жу — 22ж — 12у — 19 =  0, бжу 4- 8у2 — 12ж — 26у 4- 11 =  0,

7ж* — 24жу — 38ж 4- 24у 4-175 =  0, 2ж* — 5жу 4- 5у — 1 =  0
показать, что они изображают гиперболы.

18. На основании вида уравнений
ж* 4- 2жу 4- у2 4- Зж 4- У =  0, ж2 — 2жу 4- у* — 10ж — 6у 4- 25 =  0,

ж2 — 2жу 4- у2 — ж — 2у 4- 3 =  0, 4ж* — 4жу 4- у2 — ж — 2 =  0,
4ж2 — 12жу 4- 9у2 — 36ж 4-100 =  0 

иоказать, что они представляют параболы.
19. По виду уравнения ж2 4- 2жу -(- у2 4- 2ж 4- 2у — 4 =  0 показать, что 

оно изображает пару параллельных прямых.
20. На основании вида уравнения 2ж24-жу — у2— 2 x - f 7 y — 1 2 = 0  

показать, что оно изображает пару пересекающихся прямых.
21. По виду уравнения ж24-^у2 — 2 x 4 -1 =  0 показать, что оно изобра

жает точку.
22. На основании вида уравнения 5ж» 4 -6жу4-5у*4-18* 4- 18у 4* 1 9 = 0  

показать, что оно изображает мнимое место точек.



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я

А Н А Л И Т И Ч Е С К А Я  Г Е О М Е Т Р И Я  
В П Р О С Т Р А Н С Т В Е

Г Л А В А  I

КООРДИНАТЫ  В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. П рямоугольны е координаты . Чтобы определить полож е
ние точки в пространстве, из некоторой точки О проводят три 
взаимно перпендикулярные прямые Ох, Оу, Oz, ■ называемые 
осями координат. Точка их пересечения О называется началом 
координат.

Н а каждой оси координат выбирают определённое направле
ние за положительное: например, па оси Ох вперёд (по напра
влению к  читателю, рис. 81), на оси Оу слева направо, па оси 
Oz снизу вверх. Наконец, определённый отрезок принимается 

еа единицу масштаба. Тогда положе
ние всякой точки М  пространства опре
деляется тремя числами — координата
ми этой точки. В самом деле, всякой 
точке М  соответствуют три точки Р ,  
Q, R  на осях координат, являю щ иеся её 
проекциями на эти оси, и обратно, зная 
точки Р , Q и R  на осях; можно построить 
единственную точку М  в пространстве, для 
которой Р , Q и R  являю тся проекциями 
на оси. Таким образом, определение поло
ж ения то^ки пространства М  сводится к 
определению положений её проекций Р , 

% Q и R ,  лежащих соответственно на постоян
ных прямых Ох, Оу и Oz. Мы уже знаем, что положение точки Р  
прямой Ох вполне, т. е. однозначно, определяется одним числом 
х ,  представляющим собой количество единиц масштаба в отрезке 
ОР, причём это число х  берут положительным, если точка Р  
лежит впереди О, и отрицательным, если сзади О. Это число х ,  
координата точки Р  проекции точки Л/ па ось Ох, принимается 
за первую координату точки М  и называется её абсциссой.

Черт. 81.
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Совершенно так ж е положение точек Q и R ,  двух других проек
ций точки М- на оси Оу и d z ,  вполне определяется числами 
у  и г, представляющими собой количества единиц масштаба 
в отрезках OQ и O R , причём число у  берётся положительным, 
если точка Q лежит вправо от О, и отрицательным, если влево 
ог О, а число z берётся положительным, если течка R  лежит 
выше О, и отрицательным в противном случае. Числа у  и z, 
координаты точек Q и R , проекций точки М  на оси Оу a Oz, 
принимаются соответственно за вторую и третью координаты 
точки М . В торая координата у  называется ординатой и третьи 
z  —•аппликатой. Оси координат Ох, Оу и Oz, взятые попарно, 
определяют три взаимно перпендикулярные плоскости хОу, 
yOz и zOx, называемые плоскостями координат. Эти три пло
скости делят всё пространство на восемь частей, причём точкам 
каждой части соответствует определённая комбинация знаков 
координат.

Если точка М  лежит в плоскости координат хОу, то 2 =  0; 
аналогично для точек плоскости yOz координата 2  =  0; для точек 
плоскости гОх координата у =  0. Если точка М  лежит на 
оси координат Ох, то y  =  z =  0 ; аналогично для точек оси 
Оу координаты z и х  равны нулю, для точек оси Oz ко 
ординаты х  а у  равны нулю. Наконец, в начале координат 
х  =*у — z= 0 .

Координаты, которые принимаются в описанном способе 
для определения положения точки, называю тся прямоуголь
ными ,.так  как  точка М  определяется пересечением трёх плоско
стей, пересекающихся под прямыми углами, и по имени Д екар
та также декартовыми. Из описанного метода координат выте
кает решение двух основных задач.

3  а д а ч а I. По данной точке М  определить её коор
динаты.

Череэ данную точку М  проводим три плоскости параллель
но плоскостям координат; три точки Р , Q и R , получающиеся 
в пересечении этих плоскостей с осями координат Ох, Оу и Oz 
и являющ иеся проекциями точки М  на эти оси, определяют три 
координаты:

ОР =  х , OQ =  у, O R  =  г.

Проведённые через точку М  три плоскости вместе с тремя 
координатными плоскостями образуют прямоугольный паралле
лепипед, рёбра которого O P, OQ и O R  изображают три коор
динаты точки М . Очевидно, координаты х ,  у  и z точки М  
являю тся проекциями диагонали ОМ  на три оси координат Ох, 
Оу и Oz.
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3 а д а ч а I I .  Зная координаты х , у  и z точки М , построить 
точку М .

По трём данным числам х , у  и z строим три точки Р , Q и 
R  на осях координат, откладывая соответственно по осям 
отрезки

ОР  =  х , OQ =  у, OR =  z.

Проводя через точки Р , Q и R  три плоскости, параллель
ные плоскостям координат, в пересечении их получим 
единственную точку М ,  для которой х , у ,  z будут коор
динатами.

З а м е ч а н и е .  При решении этих основных задач не яв 
ляется необходимым проводить плоскости, параллельны е пло
скостям координат. Т ак , в задаче I опускаем из данной точки М  
перпендикуляр на плоскость координат хОу. Его основание S  
(черт. 81) определит проекцию точки М  на плоскость хОу. 
Из точки S  опускаем перпендикуляр на ось Ох\ его основание Р  
определит проекцию точки М  на оси Ох.

Тогда три звена построенной ломаной линии OPSM  опре
деляют три координаты точки M l

ОР — х, P S  =  y , JM  =  z

(так как  P S  — OQ и S M  =  OR).
Т ак же при решении вадачи II построения точки по данным 

координатам х , у  a z откладываем по оси Ох отрезок О Р, рав
ный х  единицам масштаба (вперёд или н азад—смотря по зна
ку х ) , через точку Р  проводим в плоскости хОу прямую парал
лельно оси Оу и откладываем на ней отрезок P S , равный у.еди- 
ницам масштаба (вправо или влево,—смотря по знаку у ) , нако
нец, через точку S  проводим прямую параллельно оси Oz и 
откладываем на ней отрезок S M , равный г единицам масштаба 
(вверх или вниз,—смотря по знаку г).Таким образом, получается 
трёхзвенная ломаная линия O P SM , конец которой и есть иско
мая точка. Эта ломаная линия O P SM , начало которой нахо
дится в начале координат, конец—в точке М  и три звена 
которой, представляющие координаты х , у  и z точки Л/, напра
влены соответственно по оси координат, в плоскости координат 
и в пространстве, называется координатной ломаной линией 
точки М .

§ *2. Основные задачи. Изложенный в § 1 метод координат 
приложим к решению многих задач. Рассмотрим сначала одну 
вадачу вспомогательного характера.

1 7 6

З а д а ч а  I. Зная координаты точки относительно неко
торой системы осей, найти координаты той ж е точки относи
тельно новой системы, осп которой параллельны преж ним осям.

Пусть координаты точки М относительно системы коорди
нат Oxyz суть х , у  и z. Возьмём другую систему координат 
O 'x 'y ' z ' , оси которой О 'х ' , О 'у ' и O 'z ' соответственно парал
лельны осям Ох, Оу и Oz и направлены п те ж е стороны (черт. 82), 
Координаты точки О ',  нового 
начала, по старой системе пусть 
будут а , 6 и с. Спрашивается, 
как  связаны между собой коор
динаты точки М по старой и но- .
вой системам. Обозначая через у
х ' ,  у '  и г ' координаты точки у
Л/ по новой системе и проекти
руя точки О ' и Л/, например 
на ось О у 1), имеем из черт. 82:

А

/
OQ =  О А  +  AQ  =  О А *  O'Q', 

или
у = Ь - \ - у ' .

ч'

Черт. 82.

( 1 )

Совершенно так ж е, проектируя точки О '  и М  на оси Ох и Oz, 
найдём:

х  =  а +  х ‘, • (2)

z =  с +  г ’. (3)

Полученные формулы позволяют, зная х", ?/' и г ', найти х , у и z. 
Чтобы, обратно, зная х, у  и г ,  найти новые координаты х ’, ?/' 
и z ', нужно разрешить уравнения (2), ( 1 ) и (3) относитель
но ж', у '  И г '.  Будем иметь:

х  — а, у '  — у — Ь, г ' =  г — с. (4)

З а д а ч а  II. Определить расстояние меж ду двимя данными_ 
точками.

Сели точка Л/ имеет координаты х , у  и г, то её расстояние 
от начала координат представляет диагональ прямоугольного

■) Вывод формулы проведен дли координаты у, так как в этом 
случае чертёж наиболее нагляден.
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параллелепипеда, три измерения которого сутьх , у  п z (черт, 81). 
Следовательно, обозначая через d искомое расстояние, имеем:

d* =  x* + ^ 2 +  z*,
откуда

d =  J / V  + y 2 +  z%' ^ ( 5)•

т. е. расстояние тонка М  (х, у , z) от начала координат равно 
квадратному корню из суммы квадратов координат этой 
т очки.

Пусть теперь даны две точки Л/, (.г,, y l , z,) и Л/ 2 (х2, у 2, z 2); 
чтобы определить расстояние между ними, перенесём начало 
координат в точку Л/, (х,, у г, z ,), сохраняя направления осей. 
Относительно новых осей координаты точки М  будут (0 ,0 ,0 ) , 
и координаты точки Л/ 2 определяются по формулам (4); они 
будут х 2 — х 1, y 2 — y l , z 2 — г ,. Следовательно, по формуле (5) 
имеем:

d =  V  (* , -  * 1?  М уГ ^ У іУ +  (z , -  2 ,)*» (6 )

т. е. расстояние между двумя точками Л/, (хг, у ,, г ,) и М „ (х 2, 
у  2, z.J равно квадратному корню из суммы квадратов разностей 
координат этих точек.

. П р и м е р .  Определить расстояние между точкой Л/, (1 , 2, 3) и точкой
М., (— I, 2 , —2).

Искомое расстояние по формуле (6) будет d =  1 ^ 2 * + 0 -f  53=  |  29.

З а д а ч а  I I ] .  Найт и координаты точки Л/, делящей дан
ный отрезок Л В  в данном отношении.

Обозначая через х ,, у х и z, 
координаты данной точки А , 
через т.,, у 2 и г 2 координаты 
другой данной точки В , опре
делим координаты х, у  и z ис
комой точки Л/, делящей отре
зок А В  в данном отношении X, 
т. е. так , что

Черт. 83. - л М  =  I  ( j )
M B  ’

Пусть Q, S , Q ' суть проекции точек А , М , В  на ось Оу 
(черт. 83). Из черт. 83 следует:

так  как  отрезки двух прямых, заключённые между параллель
ными плоскостями, пропорциональны. В силу условия "(7) эта 
пропорция заменится равенством

Ж  = \. (8)
S Q ’

Т ак  как при любом положении точек Q, S , Q ' на оси Оу имеют 
м есто равенства

OQ +  QS =  OS и ОЗ +  Щ ' =
то

QS =  O S — OQ =  y  — Уі
и точно так  же

S Q '= O Q '-Z * S  =  y t - y .

Следовательно, равенство (8 ) примет вид

У, — У
откуда ,

у — зу. =  Чу* -  у)> или у —Уі =  ху. — ху>
т. е .

У +  Ьу =  Уі +  \ Уі.

Вынося в левой части у  за скобку, получим: 

у ( 1  +  Х )  =  ? / 1 +  Х у „

и, наконец,

(9)

Чтобы получить координаты х и z искомой точки Л/, про
ектируем точки А ,  Л/, В  на оси Ох и Oz и аналогично 
получаем:

Х= х-ттг-’ <10>

( 11)

П олагая в полученных формулах Х =  1, найдём координаты 
середины отрезка



т. е. координаты середины отреіка равны полусуммам координат  
его концов.

П р и м е р .  Найти координаты точки М , делящей отрезок мижду 
точками А  (1, 2, 3) и В  ( — 1, 2, 3) в отношении 1 : 2.

Здесь х , =  1, =  2, 21 =  3, * ,  =  — 1, Уі “ 2, za =  3 и Я =  —. Следова
тельно

і +
2,

3 +  т .8
=  3.

§ 3. Определение направлений в пространстве. Рассмот
рим некоторое направление (L) в пространстве, и пусть а,

. /

Р, у СУТЬ у ільі, которые опо образует с положительными на
правлениями осей координат (черт. 84).

Числа cos a, cos р, cosy назовём направляющими косинусами 
этого направления. Направляющ ие косинусы не независимы 
между собой, они связаны одним соотношением. Чтобы полу
чить это соотношение, проведём черев начало координат от
резок ОМ , равный 1 и имеющий направление (Z.). Проекции 
этого отрезка на оси координат, т. е. координаты точки М , бу
дут cos a, cos р и cosy. По формуле (5) расстояния точки М  от 
начала координат имеем:

cos2 а +  cos* Рф-cos* у =  1 , (13)
т . е. еммма квадратов нап равляюших косинусов любого нал папле- 

лл ія  равна 1. ізозьмо.м теперь два направления (L) И»(£,) и 
пусть углы первого с положительными направлениями осей 
будут а, р, у, а второго а.', р ', у '.  Чтобы определить угол ш 
между данными направлениями, проведём из начала коорди
нат две прямые, имеющие эти направления (черт. 85).

й 8о

■з

Возьмём на первой прямой (направления L) точку М  на 
расстоянии О М , равном 1 от начала координат (координаты 
точки М  суть cos a, cosp, cosy), и спроектируем координатную 
ломаную O PSM  точки Л/ на вторую прямую (направления L ,). 
Т ак как  проекция ломаной равна проекции замыкающей 
(ч. I , гл . I , § 7), то

пр. (OPSM ) =  пр. (ОМ) =  1 • cos <р =  cos у.

С другой стороны, проекция ломаной равна сумме проекций 
её звеньев (ч. 1, гл . 1, § 7), т. е.

пр. OPSM  =  пр. ОР +  пр. P S  ф- пр. S M ,

или, что то же самое:

пр. ОР  +  пр. P S  ф- пр. S M  =  пр. ОМ  =  cos (р.

Заметив, что имеют место равенства (ч. I ,  гл . I ,  § 7):

, пр. ОР = О Р  • cos а' =  cos a cos а', 
пр. P S  =  P S  • cos Р' =  cos р cos {Г, 
пр. SM  =  SM % • cos у' =  cos у cos у ',

*
имеем окончательно:

cos <р =  cos а соь о' ф- COS р COS Р' ф- cos у COS y'i (14)

В частности, в случае перпендикулярности направлений 
(L) и (L,) cos(p =  0 и формула (14) даёт условие перпендику
лярности двух направлений:

cos a cos а ' ф- cos р cos Р' ф- cos у cos у' =  0. (15)

§ 4 .  Формулы Эйлера. В . приложениях метода координат иногда 
приходится пользоваться формулами преобразования координат. Са
мый общий случай преобразования координат будет тот, когда меняются 
и начало координат, и направления осей. Мы внаем (ч . I, гл. V, § I) , 
что такое преобразование может быть разложено на два: 1) преобразо
вание начала координат и 2) преобразование осей координат.

Первое из этих преобравований было рассмотрено и § 2 этой главы. 
Остаётся вывести формулы преобразования осей координат. Эти формулы 
были найдены Эйлером.
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Пусть мы имеем две системы координат x y z  и x ' y ' z '  с общим нача
лом О (черт. 86). Рассмотрим плоскости х у  и х ' у ’ \ пусть они пересека
ются по прямой ОР.  Восставим в точке О перпендикуляры к ОР  в пло
скостях ху  и х ' у ' :  пусть они будут О у "  и О у " ' .  Чтобы систему x yz

перевести в положение х ' у ' z ' , 
нам придётся сделать три по
ворота около трёх различных 
направлений.

Во-первых, поворачиваем 
систему x y z  около оси z так, 
чтобы ось х  совпала с линией 
пересечения плоскостей ху  и 
х ' у ' , т. е. с линией ОР\ тогда 
система примет положение 
x " y " z "  (считая ОР  за ось 
х "  и Oz за ось z " ) .  Угол это
го поворота, т. е. угол между 
осью х  и линией пересечения 
плоскостей х у  и х ' у  , обозна
чим через <р, заметив, что по
ложительное направление это
го вращения (вращение п р о 
т и в  ч а с о в о й  с т р е л -  
к и) есть направление от оси 

, ж к оси у.
Во-вторых, поворачиваем систему х " у "  г'[ около оси х "  (ОР) так, 

чтобы ось z "  совпала е осыо z ' \  при этом плоскость х " у "  (ху) совпа
дёт с плоскостью х ' у ' , и система иэ положения x " y " z "  перейдёт в поло
жение х " ' у " ' z ' "  (считая х "  за х ' "  и z ' за z " ' ) .  Угол этого поворота, 
т. е. угол между осями z и z', обозначим через 0, заметив, что положи
тельное направление этого вращения есть направление от оси у "  к оси 

Очевидно, 0 будет также двугранным углом между плоскостями 
х у  и х ' у ' . *

Наконец, систему x ' " y " ' z ' "  поворачиваем около оси z ' "  (г ')  так, 
чтобы ось х " ' совпала с осью х ';  при этом ось у ' "  совпадёт с осью у ' , 
и система примет положение x ' y ' z ' . Угол этого поворота, т. е. угол  
между осями х " '  и ж', обозначим через ф, заметив, что положитель
ное направление этого вращения есть направление от оси ж'"  
к оси у "  . '

Итак, тремя последовательными поворотами около трёх осей Oz, ОР  
и Oz' мы привели систему x y z  в совпадение с x ' y ' z ' .

Приступим теперь к выводу формул преобразования координат. 
Задача состоит в том, чтобы выразить старые координаты ж, у, z произ
вольной точки М  через её новые координаты ж' г ' . Прежде всего мы 
перейдём от старой системы x y z  к системе x " y " z " ,  полученной после 
первого поворота. Так как первый поворот совершается около оси z, 
то ось z остаётся неподвижной; поэтому координата z не изменится, 
а преобразованию подвергнутся только ж и у,  и вопрос сводится к 
преобразованию на плоскости ж у. Формулы для ж и у мы напи
шем, если вспомним преобразование координат на плоскости (ч. I, 
гл. V, § 3);

= х "  cos <f — y "  sin If, y — x "  sin If +  y "  cos y. z =  z'

В формулах (16) мы написали z = z " ,  так как в обеих рассматриваемых 
системах координат г будет одно и то же.
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Далее, от системы х " у " г "  мы переходим к ^системе x " ' y ' " z " \  
которая получается ив предыдущей, после второго поворота. Этот поворот 
совершается около оси ж" (ОР)\ поэтому координата ж" остаётся неиз
менной и преобразованию подвергнутся только у "  и z":

х "  =  х " \  у "  — у " '  cos 0 — z'"sinO , z "  — у " '  sin О +  z'" cos в. (17)

Наконец, от системы ж " ' у ' "  г ' "  мы переходим к системе x ' y ' z ' ,  
которая получается из предыдущей после третьего поворота. Этот пово
рот совершается около оси г'  ' ,  и потому имеем:

ж "'=ж 'С 08ф — у'вш ф . у " '  — х '  sin ф -f i/'co s  ф, z"' =  z'. (18)

Чтобы получить окончательные формулы, нужно исключить из фор
мул (16), (17) *и (18) вспомогательные координаты ж” , у " ,  z "  и ж '" ,
у  " ,

С этой целью, вставляя выражения (18) в формулы (17), находпмі

х "  — х '  cos ф— y ' s i n l ,  с
у "  =  ж 'sin ф cos 0 4 -2/ ' cos ф cos 0 — z' s inO,  I (19)
z" =  x' sin ф sin 0 +  y' cos Ф sin 0 +  z' cos 0. I

Таким образом, мы исключили ж '" , у ' " ,  г " ' .  Чтобы исключить ж " , у " ,  
вставляем вновь полученные формулы (19) в формулы (16) и получаем:

х — х ' COS * COS ф —  у ' COS f  sin ф — ж ' sin * sin Фcos 0 —
— y '  sin 5f CoS фсов 0 4- z '  sin if sin 0,

у  =  ж' sin f  COS ф — y '  sin ? sin ф +  Ж' COS f  Sin ф COS 0 +
+  y '  COS ? COS ф COS Ѳ — z' COS if sin 0,

z =  x '  sin Ip sin 0 +  y '  COS ф sin 0 +  z '  cos 0.

Вынося в этих формулах множителями координаты ж', у ’, г', оконча
тельно имеем:

х  =  х '  (cos f cos ф— sin ip sin  фсоз 0) 4-
+  у '  ( —  COS If sin ф —  sin If COS ф cos 0) 4- z' sin If sin 0,

y  — x '  (sin If COS ф-f COS If sin ф COS 0) -f
-f y' ( — sin f  sin ф -f COS If COS ф COS 0) — z' COS f  sin 0,

z =  x '  sin  ф sin 0 + y ’ cos ф sin 0 +  z '  cos 0.

Эти формулы носят название ф орм ул  Эйлера  *).

У праж нения

1. Построить точки по координатам: а) (4, 3, 5); Ь) (1, 2, — 1); 
с) (4, 4, 4); (1) (— 4, — 4, —4).

2 . Указать особенности положения точек: а) (4, 0, 0); Ь) (0, — 7, 0);
с) (0, - 7 ,  2); <1) (— 5, 0. 3).

Ч Формулы Эйлера могут быть получены при помощи формул сфе
рической тригонометрии, если из начала координат О опишем сферу 
радиусом, равным 1.
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3. Даны точки (2, — 3, — 1) и (а, Ь, с). Найти координаты точек, 
симметричных с данными относительно, а) координатных плоскостей;
Ь) осей координат; с) начала координат.

4. Правильная четырёхгранная пирамида S P 1P 1P , P i , каждое ребро 
которой имеет длину а , расположена следующим обравом: вершина У 
лежит на оси Oz, основание— на плоскости хОу, причём ребро Р ХР .  
перпендикулярно оси Оу, а р е б р о Р ,Р , перпендикулярно оси Ох. Найти 
координаты точек S ,  Р х, Р 2, Р3, Р х.

5. Как расположены в пространстве точки, для которых а) х  = у \
Ь) у =  г; с) х  =  г?

6. Определить расстояние точки Д ,(4, — 3, 5) от начала координат 
и от осей координат.

7. Найти расстояние между точками (1, 2, 2) и (— 1, 0, 1).
8* . Даны четыре точки; (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 6). Найти 

радиус, сферы, проходящей через эти точки.
9. Найти координаты точки, делящей отрезок между точками (1,1,1) 

и (1, 2, 0) в отношении 2 і 1.
10. Определить длины сторон и координаты центра тяжести тре

угольника, вершины которого лежат в точках А  (2, 5, 0), В  (11, 3, 8), 
С (5, 1, 12).

11. Отрезок А В  делится точкой С в отношении 5 і 2. Точки А  и С 
имеют соответственно координаты (3, 7, 4) и (8, 2, 3). Найти координаты 
точки В.

12. Две системы координат имеют одинаковые направления, но раз
ные начала. Зная, что одна и та же точка определяется относительно 
этих систем координатами (1, 1, 1), (7, 3, — 5), найти координаты се
редины расстояния между началами этих систем.

13. Существует ли прямая, образующая с осями координат углы 
(45°, 45°, 60°)?

14. Луч О М  образуете осями координат равные острые углы. Най
ти направление этого луча.

15. Луч О М  образует с отрицательным направлением оси Ох и 
с положительными направлениями осей Оу и Oz равные острые углы. 
Определить направления этого луча.

16. Найти направление прямой, проходящей через начало коорди
нат и через точку (2, — 2, — 1).

17. Найти направление прямой, проходящей через начало коорди
нат и через точку (а, а, а).

18. Найти величину и направление силы, составляющие которой 
по осям координат соответственно равны; Х = — 6, Y  =  — 2, Z — 9.

19. Аппликата z некоторой точки А  положительна; луч ОА  имеет 
длину г = 6  и образует с осью Ох угол в 60° и с осью Оу угол в 45°. Найти 
угол этого луча с осью Oz и координаты точки А .

20. Точка А  имеет координаты 15, у = 8  и г<0;отрезок ОА  обра
зу ет е  осью Ох угол в 30°. Определить длину этого отрезка, координату г 
точки А  и направление луча ОА.

21. Дана точка А  (6, 3, 2 ).Найти косинусы углов, образуемых лу
чом О А  с плоскостями координат.

22*. Найти расстояние между точками Л (2, 5, — 1) и В  (5, 1, 11) 
и направление прямой, их соединяющей.

23. Найти расстояние между точками А  (— 2, 2, 5) и В [ 2, — 1, 5) 
и направление прямой, их соединяющей.

24. Найти угол между биссектрисами углов хОу  и yOz.
25 . Найти угол между прямыми, из которых одна проходит через 

точки (0, 0, 0) и (10, 5, 10), а другая—через точки (— 2, 1, 3) и (0, 
—1. 2).
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Г Л А В А  II

ЭЛЕМ ЕНТЫ  ВЕКТОРНОЙ А Л ГЕБРЫ

§ 1. Векторы и скаляры.  Величины, с которыми приходит
ся встречаться в механике, физике и других прикладных дис
циплинах, бывают двоякого рода. С одной стороны, такие вели
чины, как температура, время, масса, плотность, длина 
отрезка, площ адь, объём и т. д ., вполне характеризую тся од
ним числовым значением. С другой стороны, такие величины, 
как  сила, скорость, ускорение и т. д ., становятся определён
ными только тогда, когда известно, каковы их числовые зна
чения и направления в пространстве. Величины пепвргп родя 
называются скалярными, или, короче, скалярами. Величины 
второго рода называются векторными, или, короче, векторами.

Всякую-векторную величину геометрически мы можем изоб
разить с помощью отрезка определённой длины и определённого 
направления, если длину отрезка при выбранной единице мас
штаба примем равной числовому значению нашего вектора, 
а направление отрезка будем считать совпадающим с направле
нием данного физического вектора. Таким образом, мы прихо
дим к понятию_геометрического вектора как отѵезка. имею
щего опьеделённую Олину и определенное направление в про- 
странстве.
~ Деа~вёктора считаются уавни ц » , emu йыпп.ии>иы теВутиріР_ 
три условия: 1. Равны их абсолютные величины. Абсолютная 
величина,'иначе длина или скаляр вектора, есть то число, 
которое измеряет длину отрезка независимо от его направле
ния; это—скалярн ая  величина. 2 . Они параллельны, т. е. рас
положены на параллельных прямых. Следовательно, векторы 
можно переносить, сохраняя направление. Поэтому все векторы 
можнб считать исходящими из одной точки. 3. и  ни ооинаково 
ііаправлены ^іеят оѵ имеет начали и конец. Поменяв их местами, 
мы п о л у ч и м  уже прѵгой вектор (противоположный первому). 
Таким образом, вектор определяется тремя элементами: скаля- 
ром вектора, прямой, на которой лежит вектор, и направлением

_на э т о й  п р я м о й .  '  :---------------------------------------------------
** Д л я  изооражёния векторов мы выберем некоторое начало — 

точку О, будем проводить из этой точки прямые по заданным 
направлениям и на них откладывать числовые значения векто
ров в определённом масштабе. Обозначать векторы мы будем 
либо одной напечатанной жирно буквой, либо двумя буквами 
со стрелкой над ними. Т ак , вектор, идущий из точки О в точку
А/ мы будем обозначать двумя буквами ОМ, или просто 
одной буквой, которая стоит в конце вектора, следователь
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но, мы считаем:

М — О М , а — Оа и т. д.

Если начало вектора не совпадает с выбранным началом О, 
то во избежание недоразумений мы будем всегда употреблять
две буквы А В . Теми же буквами без стрелки (или, если век
тор обозначен одной буквой, то той же буквой, но напе
чатанной нежирно) мы будем обозначать длину вектора,
т. е. А В  есть длина вектора А В , М  — длина вектора
М =  ОМ.

§ 2 . Сложение векторов. Известные из механики законы 
сложения направленных величин (сил, ускорений, скоростей) 
служат основанием следующего определения сложения векто

ров. Суммой двух векторов А и •!> называют 
такой третий вектор С, который слу
ж ит диагональю параллелограмма, сторо
нами которого являются слагаемые векто
ры (черт. 87), и обозначают:

Черт- 87« С =  А +  В. (1)

В частности, если два вектора А и В лежат на одной п ря
мой, то сумма их.С есть вектор, длина которого раина сумме 
длин слагаемых векторов и направление совпадает "С^напра^ 
влением этих векторов, если последние одинаково направле
ны; если же слагаемые векторы направлены в разные сто
роны, то сумма их С есть вектор, по длине равный разности 
длин слагаемых векторов и направленный в сторону боль
шего из них.

Посмотрим теперь, будет ли сложение векторов удовлетво
рять основным законам, которым подчиняется сложение чисел. 
Д л я  сложения чисел мы имеем два основных закона.

1. Закон переместительности:

a-f- 6 =  b +  а,

т. е. сумма не зависит от порядка слагаемых.
2. Закон сочетательности:

а +  (& +  с) =  ( а + & )  +  с, f

т. е. чтобы прибавить сумму, нуж но прибавить отдельно 
каждое слагаемое.

Первый закон, очевидно, удовлетворяется, что непосред
ственно вытекает из симметрии чертежа относительно векторов-
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слагаем ы х:

А + В  = В  + .А . (2)
Чтобы перейти ко второму закону (сочетательности),jyie-: 

дует предварительно выяснить понятие суммы нескольких сла
гаемых. С этой целью упростим сначала самое построение суммы 
двух векторов. Мы условились считать равными вектрры, име
ющие одинаковую длину и одинаково направленные. В силу
этого векторы ОВ  и АС  (черт. 87) равны 'между собой как про
тивоположные стороны параллелограмма. Отсюда вытекает 
такое правило вложения двух векторов: в конце первого слагае
мого строим второе слагаемое. Вектор, замыкающий эту ло-- 
маную, есть сумма. Начало его совпадает с началом первого 
слагаемого, а конец — с концом второго.

Это правило треугольника нетрудно теперь распространить 
на любое число слагаемых. Пусть требуется найти сумму трёх 
векторов А, В и С:

А +  В +  С =  ]Узазумпричём под их суммой мы будем подразумевать результат после
довательного прибавления к А сначала В и затем С. Другими 
словами, если

А +  В =  Е , j

то согласно определению будет: '

1> =  Е +  С.

По предыдущему правилу треугольника строим сначала
сумму А 4* В (черт. 88), т. е. в точке А  строим вектор А Е  =  
=  В и соединяем точку О с точкой Е: ^  ^  \

ОЕ  =  Е =  А В .  Затем к полученной 
сумме прибавляем вектор С, т. е. в
конце ОЕ  строим вектор E D  =  С и qo- 
единяем точку О с точкой D. Тогда

01) =  І> =  ОЕ  4- E D  =  А +  В 4 - С.

Отсюда вытекает такое п р а в и л о  
с л о ж е н и я  в е к т о р о в :  Чтобы по- Черт. 88.
строить сумму любого чіСсла векторов,
нуж но в конце первого слагаемого вектора построить второй, 
в конце віпорогр построить третий и т . д. Вектор, замыкаю
щий полученную ломаную линию , представляет искомую сумму.
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Начало его совпадает с началом первого слагаемого, а конец — 
с концом последнего (черт. 88).

Переходя теперь к доказательству закона сочетательности:

А +  (В +  С) =  (А +  В) +  С, (3)

построим на одном чертеже (черт. 89) первую и вторую суммы 
равенства (3). Д л я  построения первой суммы, в точке В
строим B F  =  С; получаем:

6 F  =  OB  + 5 F  =  B +  C.

Затем в точке А строим A D  =  OF:

ОА +  A D  =  OD =  А +  (В +  С).

Д ля  построения второй суммы в точке А  строим А Е  =  В; 
получаем:

д Ѣ  =  О А +  ~АЕ =  А +  В.

Затем  в точке Е  строим E D ' =  С:

ОЕ  +  Ё Ъ ' =  OD' =  (А +  В) +  С.

Остаётся показать, что точки D ' и D  совпадают, как изображено
на черт. 89. Д л я  этого достаточно обнаружить, что A D ' равен

OF, что следует из рассмотрения 
всей фигуры OAF.BCFD' К , которая 
представляет собой параллелепипед, 
где AD ' й OF—диагонали противо
положных граней. Из той же фигуры 
параллелепипеда видно, что мы
получим тот же вектор-сумму OD, ес
ли будем складывать в произвольном 
порядке основные векторы А, В и С. 

Таким образом, как переместительный, так и сочетательный 
законы справедливы при сложении любого числа векторов.

Заметим, что по отношению к обычной сумме чисел суще
ствуют ещё различные законы монотонности—о сравнитель
ной величине слагаемых и суммы, как , например, сумма поло-
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маітелыіых слагаемых больше каждого из слагаемых. Все эти 
ваконы не имеют смысла для суммы векторов, потому что поня
тия «больше» и «меньше» неприложимы к векторам.

** § 3. Вычитание векторов. Обычно вычитание определяется 
как  действие, обратное сложению: по сумме и одному из слагае
мых отыскивается другое слагаемое. Соответственно с этим раз
ностью двух векторов А к В называется такой третий вектор 
С, что сумма В и С равна А:

А —15 =  С, еслцВ +  С =  А.
’ * * і

Изобразим на чертеже (черт. 90) 
данные векторы А и В. Будем 
рассматривать согласно условию 
В +  С =  А вектор А как замыкающую 
ломаной линии, одним звеном которой является В. Второе её
звено, очевидно, будет В  А . Следовательно:

А - В  =  В А ,
так  как

О В +  В А  =  ОА =  А.

Указанное построение можно видоизменить. Д л я  этого про
должаем прямую ОВ в обратную сторону и откладываем на ней 
отрезок O B ', равный ОВ. С другой стороны, дополним треуголь
ник О А В  до параллелограмма ОВ,АС. Очевидно, АС  =  ВО как 
противоположные стороны параллелограмма, следовательно,
АС =  О В '. Заметив,, что искомац разность

А — В =  В  А  =  ОС, 

мы получаем следующее равеиство:

О С =  ОА +  АС =  ОА +  О В' =  А +  В '.

Отсюда вытекает правило: Чтобы вычесть вектор О В,надо
прибавить равный и противоположно направленный вектор О В'.

Если мы применим правило сложения к векторам О В  и О В ', 
то найдём:

ОВ +  О В '=  0,

гдр нулём обозначен особый вектор, у црторого начало п конец 
совпадают друг с другом- Будем обозначать О В ' через — ОВ,
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если O B -f-O B ' — 0. При таком условии правило вычитания 
может быть высказано следующим образом: Чтобы вычесть 
вектор, нуж но его прибавить с обратным знаком.

§ 4. Умножение вектора на скаляр. С клады вая несколько 
равных векторов, мы приходим к понятию повторения вектора 
несколько раз, т. е. к умнож ению его на целое число. Согласно 
определению

Ап =  пА  =  A -f- А +  . . . +  А,

где п есть число слагаемых векторов,'равны х А. Очевидно, 
произведение Ап  будет вектором того же направления, что 
и множимое А, только длина вектора-произведения увели
чится в п раз.

Введём теперь понятие деления вектора на целое число. 
Согласно определению

I ѵ
если А =В /г. Отсюда вытекает, что оба вектора А и В имеют одно 
направление, но длина А вектора А в п раз больше длины В  
вектора В. Таким образом, при делении вектора на целое 
число п  направление его не меняется, а длина уменьшается 
в п  раз.*

После этого легко определить умножение вектора на дробь
х — — , что значит умножить на р  и разделить на q, а также
умножение вектора на иррациональное число х . Во всех слу- 
чаях направление вектора остаётся без изменения, длина же 
умножается на х. Наконец, если множитель х  — число отрица
тельное, то, по условию предыдущего параграфа, кроме изме
нения длины вектора, нужно ещё изменить его направление 
на обратное. Итак, установлено умножение вектора на любое 
действительное число. По отношению к этому умножению 
имеет место распределительный закон, который символически 
можно записать так:

(А -[-В ):г =  А:г-|-Вж. (4)

В справедливости этого равенства мы убедимся, если заме
тим, что от умножения на скаляр  х  меняются только размеры 
векторов, т. е. масштаб чертежа; фигуры остаются подобными. 
Поэтому, так как векторы А, В и А - f  В =  С образуют сто
роны и диагональ параллелограмма, то, умножив все члены 
на х, т. е. изменив лишь размеры векторов одинаковым обра
зом, мы получим снова параллелограмм, а значит, сохранит-?
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ся равенство
Аж +  Вж =  Сж.

Последнее же равенство и выражает собой распределительный 
закон умножения, если заменить в нём С через А +  В.

Будем обозначать одноименной буквой с ноликом вверху 
(А0) вектор длины, равной 1, и того же направления, как  и век
тор А- Тогда из определения умножения вектора на скаляр 
следует:

А =  А А 0. (5)

В самом деле, при умножении вектора А0 на скаляр А  направле
ние вектора не изменится, а длина сделается равной А , т. е. 
мы получим как  раз вектор А.

§ б. Проекции вектора. Согласно определению проекцией
вектора А В на ось называется длина отрезка ab этой оси, 
заключённого между проекциями его начальной точки А  и ко
нечной точки В , взятая со знаком  +  , если направление отрезка 
ab совпадает с направлением оси проекции, и Гознаком—•, если 
эти направления противоположны.

Заменяя отрезки их длинами, мы можем основные положе
ния теории проекций, доказанные в ч. I , гл . I, § 7, высказать 
следующим образом:

1 . Проекция вектора на какую-либо ось равна произведению 
длины вектора на косинус угла между осью и вектором, т . е.

пр. A B  — A B  cos а.

2 . Проекция суммы векторов на какую-либо ось равна алге
браической сумме проекций слагаемых векторов на т у же ось, 
т. е ., например:

пр. (А +  В +  С) =  пр. А +  пр. В - f  пр. С,

где все проекции отнесены к одной и той ж е оси. Действи
тельно, сумма векторов есть замыкающая ломаной, у кото
рой составляющими звеньями служ ат слагаемые векторы 
(см. § 2 ).

Рассмотрим прямоугольную систему осей координат и про- 
—̂  +

извольный вектор ОМ  (черт. 91). Из точки М  — конца вектора
ОМ  — проведём прямую параллельно оси Oz до пересечения 
в точке Р  о  плоскостью хОу и из точки Р  в плоскости хОу 
проведём прямую параллельно оси Оу до пересечения в точке



V , с осью Ох. Очевидно, будем иметь:

ОМ =  0~М, 4- м }  +  Р М .

Откладывая векторы М ,Р  п РМ  от точки О, заменим их 
равными им векторами

M ,P  =  O M t +  PM  =*ОМ„
• - /

и, 8начит, будем иметь:

ОМ =  Ш іі1ф О М ' +  ОМ %, 

м =  м,ч-мг +  м„.
или иначе:

(I)

Равенство (I) показывает, что всякий вектор можно разло~ 
ж ит ь па сумму трех слагаемых, леж ащих на осях координат.

Слагаемые векторы М ,, М ,, М3 назовём 
компонентами данного вектора М отно
сительно системы осей координат Oxyz.

От точки О в положительном направ
лении каждой оси координат отложим 
по вектору длины, равной 1 . О бозна
чим три введённых попарно взаимно 
перпендикулярных единичных вектора 
соответственно через i, j ,  к и назовём 
их основными векторами. Возвращ аясь 
к равенству (I),  заметим, что вектор М,, 
как  и вектор і, расположен на оси 
абсцисс, а потому имеем

М, =  ІЯ ,

где X есть длина вектора М ,, взятая со энаком-}-, если напра
вления векторов М, и і совпадают, и взятая со знаком — , если 
направление вектора Mj противоположно направлению основ
ного вектора і. Другими словами, X  есть скаляр, выражаюший 
проекцию вектора М на ось абсцисс. Аналогично получим;

М, =  іУ, M, =  k Z,

где У и Z представляют проекции вектора М соответственно на 

m

оси ординат и аппликат. Таким образом, рассматривая три 
проекции X , У, Z вектора М на оси координат, перепишем 
равенство (I) в виде:

M =  iX  +  jy - f k Z .  (Г )

Есть существенная разница между компонентами вектора и 
его проекциями. Проекции вектора — это три числа X ,  У, Z, 
которые являю тся декартовыми координатами конца вектора — 
точки М , если начало вектора находится в начале координат. 
Называя радиусом-вектором точки М х) вектор, идущий от 
начала координат к  точке М , мы можем сказать, что декартовы 
координаты X , У, Z точки М  суть проекции её радиуса-век
тора ОМ . Компоненты же вектора представляют собой векторы 
М,, М2, М3, сумма которых равна данному вектору М. Между 
компонентами и проекциями существует следующая простая 
зависимость:

М, =  іХ , М2 =  ]У, M, =  kZ, (6 )

т. е. компонент получается умнож ением проекции на основной 
единичный вектор.

Значение равенства ( I ' ) в теории векторов исключительно 
большое. При помощи этого равенства устанавливается связь 
между двумя частями теории векторов — геометрической и алге
браической. Ведь векторный анализ состоит из соединения этих 
двух моментов: геометрического и алгебраического. Взаим
но дополняя друг друга, они и создают то, чем так выгод
но отличается векторный анализ: геометрическая теория
даёт возможность широко использовать геометрические пред
ставления, алгебраическая же часть позволяет проводить все 
выкладки.

Вместо полной записи

M =  iX  +  j y  +  kZ (Г )

часто пользуются сокращённой:

М {Х, У, Z}.

Здесь X , Y ,  Z  обозначают, как  выше было указано, проекции

•) Этот термин имеет в данном случае новое значение, отличное от 
того, которое было дано в § 9  главы III части I. Там радиусом-вектором 
назывался с к а 'л я р (одна из полярных координат точки), а здесь 
это— в е к т о р
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вектора М или, что то ж е, координаты точки Л/, являющейся 
концом радиуса-вектора М. Например:

- t

М {2,3 , — 1} =  2і +  3J — к.

§ 6. Д ействия над векторами, заданны м и своими проек
циям и. В § 5 мы заметили, что проекция суммы векторов на 
любую ось равуа сумме проекций слагаемых векторов на ту 
же ось. Применяя ато предложение относительно каждой оси 
координат, мы заключаем:

При сложении векторов проекции их складываются; симво
лически запишем это так: если

-4- =  ІЛГ, +  jy, -f- kZt, B =  iX,  + j y ,  +  kZ„
то

A +  B =  i ( X I +  A J) +  j ( y i +  y,) +  k(Z1 +  Zt).

Из правила сложения векторов непосредственно вытекает 
правило вычитания векторов: Чтобы вычесть вектор, нуж но  
вычесть его проекции, т. е.

A - B  =  i ( X 1- A 2) +  j ( y i - y , )  +  k (Z 1- Z J),

и правило умножения вектора на скаляр: Чтобы умнож ить 
вектор на скаляр, нуж но умнож ить все его проекции на этот 
Скаляр; или

А.Х =  1X  ,Х -f- j У jX. -J- kZ,X.

П р и м е р .  Найти радиус-вектор точки, делящей в отношении Я 
отрезок между точками А  (г,) и В  (г ,) . Определил радиус-вектор г точки 
Л/, делящий отрезок А В  в давно.! отношении Я, т. ѳ. так, что

і і - х .
м в

Заметив, что

АЛ1 =  г —  г,, М В  =  г,—  г, 

перепишем наше условие в виде

ЛМ =  ІМ В или г —  г, =  Я (га —  г),
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соткуда
г —  г,= Яг,—  Яг и (1 4-Я) г =  г, +  Яг3.

Следовательно:
Г = гі +  Яг«. (7)
Г І +  Я • Ѵ '

Обозначая через у ,,  z, координаты данной точки А ,  через х ѵ y 2,z 2 
координаты другой данной точки В  и через х,  у, z координаты искомой 
точки М .  перепишем формулу (7) в проекциях:

* і + А * і  У і  +  Д У «  ,  . z i  +  Я а а
х _  . І + Я  ’ У~  І +  Я ’ І + Я  *

Последние формулы были выведены в гл. I, § 2.

§ 7. Скалярное произведение векторов. В механике и фи
зике часто приходится иметь дело со следующей задачей: найти 
работу силы F , если точка, на которую действует сила, совер
шила перемещение О А  =  А. Если точка движется по направле
нию силы, то по определению работа силы равна произведению 
величины силы на длину перемещения, т. е. A F . Если же точка 
движется под углом 9  к направлению силы, то работает только
та слагающая силы OF, которая направлена по линии О А , 
а перпендикулярная слагаю щая уравновешивается сопроти
влением. Проектируя силу на на
правление пути, получим (черт. 92):

Of =  OF cos 9 .

Следовательно, работа силы будет 
равна:

О Л ■ O f — О А ■ OF cos 9  — А ■ F  cos 9 .

Таким образом, по двум данным векторам F и Л мы опреде
ляем скаляр AFCOS9 . Последний называют скалярным произ
ведением векторов А и F . Итак, по определению скалярным 
произведением двух векторов называется произведение их длин 
на косинус угла между ними.

Скалярное произведение принято обозначать одним из трёх 
способов:

А В =  АВ =  (АВ).

Согласно определению имеем:



/ \
где под А, В подразумевается угол между векторами А и В.

Заметив, что В  cos (А, В) есть проекция вектора В на направле
ние вектора А, мы можем написать:

АВ =  А  прА В; (8 ')
аналогично:

АВ =  В  прв Л, (8")

пли словами: скалярное произведение двух векторов равно длине 
одного из н и х , помноженной на проекцию другого вектора на 
направление первого.

В частности, если В =  В° есть единичный вектор, то

ЛВ° =  1 • прВо А =  прВо А,

т. е. при скалярном умнож ении вектора А на единичный век
тор получаем проекцию этого вектора А па направление еди
ничного вектора.

§ 8 . Основные свой ства скалярного произведения. I .  Ска
лярное произведение обращается в нуль в том случае, если один 
из векторов равен нулю или если векторы перпендикулярны. 
В самом деле,

/ \
A S  сов (А, В) =  0,

Фф

если А = 0 , или S = 0 ,  пли сов (А, В) =  0.
Обратно, если АВ =  0 и множители отличны от нуля, то 

A J .B , потому что из условия

А В  сов (А, В) =  0 ., 

при А Ф  0 и В  Ф 0 вытекает:

/ \
cos (А, В) =  0, т. е. А_[_В.

I I .  Скалярное произведение обладает свойством перемести
тельности:

АВ =  ВА (9)

Это свойство непосредственно вытекает из определения:

потому что

cos (А, В) =  сов (В, А).•
I I I .  Исключительно важное значение имеет распределитель

ный закон. Его применение столь же велико, как  и в обычной 
арифметике или алгебре, где он формулируется так: Чтобы 
умнож ить сумму, нуж но умнож ить каждое с.іагаемое и сло
ж ить полученные произведения, т. е.

(а +  Ь)с =  а с +  Ьс.

Очевидно, что умножение многозначных чисел в арифметике 
или многочленов в алгебре основано на этом свойстве умно
жения.

Такое же основное значение имеет этот закон и в векторной 
алгебре, так как  на основании его мы можем применять к векто
рам обычное правило умножения многочленов.

Докажем, что для любых трёх векторов А, В, С справедливо 
равенство

(А +  В) С =  АС +  ВС. (10)

По второму определению скалярнохю произведения, выра
жаемому формулой (8"), получим:

(А +  В)С  =  С прс(А  +  В).

Применив теперь свойство 2 проекций из § 5, найдём:

(А +  В) С =  С (прсА +  прсВ) =  С прсА - f  С прсВ =  АС +  ВС,

что и требовалось доказать.
IV. Скалярное произведение обладает свойством сочетатель

ности относительно скалярного множителя', это с в о й с т е о  выра- 
жается следующей формулой:

(АВ)Х =  А(ВХ), • (11)
ч

т. е. чтобы умнож ить скалярное произведение векторов на ска
ляр , достаточно умнож ить на этот скаляр одинчіз множителей.

Д л я  доказательства мы вычислим отдельно левую и правую 
части последнего равенства:

(АВ) X =  А В  сов (АДВ) X,

А (ВХ) =  A (SXB0) =  А ■ SX cos (А ,Ѵ )
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/ \  / \
и заметим, что углы  АВ и АВ° равны , потому что векторы 
В и В0 одного н ап равлен ия .

К ак  частный случай  доказанного  свойства отметим следую 
щее предлож ение: чтобы ум нож ит ь вектор скалярно на век
т ор, нуж но ум нож ит ь его на единичный вектор того ж е 
направления и полученное произведение ум нож ит ь на длину  
вектора, т. е .

DC =  (DC0) С.

§ 9. С калярное произведенпе векторов, зад ан н ы х  иросз-
ц н л ми .  О бозначая через А ,,  У ,, Z , проекции вектора А, а через
Х 3, У 2, Z 2 проекции вектора В, выразим скалярное произве
дение А и В:

АВ =  (ІА , +  ІУ , +  k Z ,)  (ІА , +  j У, +  kZ„).

По свойству распределительности, суммы векторов умножаются 
к а к  многочлены. Следовательно, получаем:

АВ =  Н А ,  А ,  +  j i  YtX,  +  k iZ .A ,  +  ij X J , +  j j y , y ,  +
+  k jZ .y , +  ik X ,Z , +  jk  y ,Z ,  +  k k Z .Z ,. (12)

Т ак  как  i, j ,  k  представляю т три взаимно перпендикулярных 
единичных вектора, то

ij =  0 , jk  =  0 , k i =  О,
i i = i ;  j j  =  1, kk =  1;

следовательно, в полученном выражении (І2)  для АВ пропадут 
шесть слагаемых и окончательная формула будет:

A B ^ A . A .  +  y .y .  +  Z .Z ,; (13)

или , словами: скалярное произведение векторов равно сумме 
парных произведений одноименных проекций.'

П рилагая обычное определение степени, естественно назы
вать скалярное произведение вектора самого на себя его 
квадратом. П рименяя полученную формулу (13) при В =  А, 
найдём:

А* =  АА =  А , +  У[ +  ZJ.

С другой стороны, согласно определению скалярного произве- 
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дения (§ 7) получаем:

А* =  АА =  A A  cos 0  =  А3.

С ледоьательпо, мы имеем следующую формулу д л я  определения 
длины  вектора:

А’ =  X \  +  Y \ +  Z1, (14)
откуда

А =  AJ +  У3 +  ZJ, (14 ')

т. е. квадрат длины вектора равен сумме квадратов его проекций.
Заметив, что проекции единичного вектора А =  А° будут его 

направляю щ ими косинусами (§ 3 гл . I ) ,  мы из формулы (14) 
получаем:

1 =  cos 'a  - f  cos3p -f- cos3y,

что совпадает с формулой (13) § 3 гл . I.
Пусть теперь даны две точки Л /,(х ,, у , ,  z,) и Л /, (х2, y t , z,). 

Чтобы определить расстояние между ними, заметим, что вектор

А =  M \M t =  ІА  -j- j y  +  kZ 

есть разность векторов

O M t =  ix t +  jy t +  kz,
И

О М г =  ix , - f  jy , +  kz,.

Следовательно, мы имеем:

А  =  х , — ж', У =  Ух — Уі, Z  =  z t — г ,.

Применяя формулу (14 '), получим: •

А =  M j l x  =  V (х , -  х,)* +  (ух -  у , ) 2 +  (г, -  г гу ;

т. е. расстояние между двумя точками равно квадратному корню 
из суммы квадратов разностей координат этих точек, что 
совпадает с формулой (6 ) § 2 гл . I .

§ 1 0 . Н аправление вектора. Согласно определению ск а 
лярного произведения векторов имеем:

АВ =  АВсоз<р, (8 )
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где 9  есть угол между векторами А и В. Из этой формулы 
получаем:

АВ у 4 г \
с03?  =  Л я ’ <15>

т. е. косинус угла между векторами равен их скалярному произ 
ведению, делённому на произведение длин.

В ыраж ая числитель и знаменатель последней дроби по
средством проекций векторов [§ 9, формулы (13) и (14 ')], 
находим:

•
cosy  x a  +  ^ y . +  z a

l / X l + Y l  + Z lY - X l + Y l  + Z l v '

В частности, полагая в формулах (15) и (15') В =  і  и
вамечая, что в этом случае В  =  1, Х а = 1 , Уа =  0, Z 2 =  О,
находим:

cos а =  ^  , (16)
ИЛИ

со 8 а =    (1 6 ')
V X \ + Y \  +  Z \ '  ѵ '

где а есть угол оси Ох с вектором А. Аналогично, взяв B =  j  
и В =  Ь, получим:

с°зр  =  ^ - ,  Со з у = ~ ;  (17)

пли в координатной форме:

(*)8 р =  — Г 1.... , cos у =  г -   =  • (17 ')
V X \  + Y \ + Z \  ‘ ^ X *  + Y l + Z ‘ v ’

К

Последние формулы дают возможность определить направляю 
щие косинусы вектора по его проекциям. Далее,

cos <р =  А°В° и cos <р =  cos a cos а ' -)- cos j3 cos |3' -f- cos у cos у ' , (18)

где а; р, у суть углы осей координат с вектором А0, а а ',
Р', у '— углы  тех же осей с вектором В0. Последняя формула
(18) совпадает с формулой (14) § 3 гл. I.

200

Д ля иллюстрации изложенных результатов рассмотрим р яд  
примеров.

П р и м е р  1. Какому условию должны удовлетворять три век
тора а , Ь , с , чтобы из них можно было образовать треугольник?

Очевидно, необходимым и достаточным условием для этого является
то, чтобы ломаная линия а +  Ъ + с  
замыкалась, т. ѳ. сумма векторов а ,
Ъ и с равнялась нулю:

о +  Ъ + с  =  0.
П р и м е р  2. Доказать, что 

возмолию построить треугольник, 
стороны которого равны и парал
лельны медианам данного треуголь
ника A B C .

Обозначая середины сторон тре
угольника A B C  (черт. 93) через А ’, 
В '  и С ', выразим векторы, предста
вляющие медианы треугольника, т. е.
А А ' ,  В В ’ и СС', через векторы а, b , с. Легко видеть из черт. 93, ч то

так как

Аналогично найдбм:

Л А ’ = І Ѣ  + В А ' =  С +  4 - .

В В ' =  а +  - | ,  СС' =  Ь + А .

Остаётся проверить условие примера 1, необходимое и достаточное
для того, чтобы из векторов А А ' ,  В В ' ,  С С 'м ож но было образовать тре
угольник: '

И '  +  £ В ' +  СС' =  с +  і  +  а + - ^ + Ь + у = у ( а  +  Ь +  с) =  0.

і
Так как условие примера 1 выполняется, то из векторов А А ' ,  В В '  и ССГ 
действительно можно составить треугольник.

П р и м е р  3. Найти радиус-вектор г середины С отрезка А В ,  зная  
точки А(гг) и B(rt ).

Очевидно, имеем:



П р и м е р  4. На точку действуют три силы, проекции которых на 
прямоугольные оси равны

Х , =  1, У1 =  2, Zj =  3; Х , =  — 2 ,  У2 =  3, Z2=  — 4;
Х 3 =  3, У3 =  — 4, Z3 =  5.

Найти величину и направление равнодействующей.
Обозначая через X , У, Z проекции равнодействующей, имеем:

Х = Х 1 +  Х 1 +  Х 3= 2 ,  У =  У1 +  У „ + У !,=  1, Z = Z 2 +  Z2 +  Z3 =  4.

Следовательно, величина Л равнодействующей В будет:

Я =  і /Х *  +  У2 +  г а =  ^ 2 І ,  

а её направление определяется по формулам:

/ \  X  2 / \  у  1cos(R, ж) =  cos (В , у) =
R  у ^ \  ’ ' R  | / 2 1  ’

/ \  z  4
«<*■ ‘>=ir^r

П р и м е р  5. Найти угол между векторами А (1, 2, 3}, В f 2, — 1, 4 | • 
По формуле (15') получим:

1.2 +  2 — 1 + 3  4 12 2 ~
cos т = --------- = — = ------=  — -  =  — У  6.

/ 1 4 - / 2 1  7|Уб 7

П р и м е р б .  Д ан треугольник О АВ .  Тогда А В  =  А О + О В .  Возво
дя в квадрат обе части, получим:

АВ*  =  (АО +  ОВ)* =  АО* +  2АО • ОВ  +  ОВ*,
или

/ \
АЛ> =  0А> +  0Л 3 +  2 0 А 0 Л  cos (АО, ОВ).

Обозначая через <р внутренний угол треугольника О А В  при вершине О, 
последней формуле придадим обычный вид:

А В * — О А 1 +  О В1 — 20 А • ОВ  cos f ,
так как

/ \
(АО, ОВ) — п — ір.

§ 11. Векторное произведение. Векторным произведением 
двух векторов А и В называется новый вектор С, численно равный
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п югцади параллелограмма, построенного на векторах А и В, 
перпендикулярный плоскости этих векторов и направленный 
в такую сторону, чтобы вращение о т  А к В по кратчайшему 
пут и вокруг полученного вектора С происходило в т у эісе 
сторону, как вращение от оси X  к оси Y  вокруг оси Z  (т. е. 
против часовой стрелки, если смотреть из конца вектора С) 
(черт. 94).

Из этою  определения следует, что длина вектора С равна:

С =  А В  sin  ( А , \ ) ,  (19)

т. е. произведению длин перемножа
емых векторов, умнвЫсенному на си
нус угла между ними.

Векторное произведение А на В 
обозначается символом С =  А X В или 
С =  [АВ]. Векторное произведение 
обращается в нуль только в том слу
чае, если один из векторов равен пулю или если векторы парал
лельны  (коллинеарны ). В самом деле:

/ ч
АЛ sin (А, В) =  0,

/ \
если А — 0 или В  =  0, или sin  (А, В)  =  0. Обратно, если 
А X В =  0 и множители отличны от нуля, то А || В, потому что

из условия АЛ sin (А, В) =  0 при А Ф 0 и В Ф  0 вытекает

sin  (А, В) =  0, т. е. А II В. Таким образом, условие коллинеар
ности векторов будет:

А X В =  0.. (20)
В частности, всегда

А X А =  0, (20')

вследствие чего является излипгним вводить понятие о вектор
ном квадрате вектора, в то время как  мы рассматривали ск а 
лярный квадрат в связи со скалярным умножением.

З а м е ч а н и е .  Условие (20) коллинеарности двух векто
ров А и В возможно заменить следующим:

А =  е В ,

где е — некоторое число (§ 4).
Если векторы А и В взаимно перпендикулярны, то 

/ \  /  
sin (А, В) =  1, и, значит, длина вектора-произведения равна
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произведению длин векторов-множителей:

[ А х В ]  =  і 5 ,  если A J_ В. (21)

П р и м е р  1. Проверить справедливость равенств i x j  =  k,  
k x j =  — і ,  где 1, j, к суть основные координатные векторы.

Так как векторы і и j направлены по осям координат О Х  и O Y,  
то вектор [ij] будет направлен по оси OZ. С другой стороны, длина этого 
вектора равна площади прямоугольника, построенного на і и j, т. е. 1. 
Следовательно, i x j  =  k. Также очевидно, что k x j  имеет длину, равную  
единице, и направлен в отрицательную сторону оси О А ; следовательно, 
к х  ] =  — і .

П р и м е р  2. Показать, что (А х В )3 +  (А В )3 =  А гВ*. 
Действительно,

(А х  В)3 =  А*В3 s in 3 (А ^'в ), (А В )3= А 3В 3 cos3 ( а О і ) ;

складывая, находим:
(А х В )3 +  (А В )3=  А3/?3.

В механике важное значение имеет понятие момента силы 
относительно данной точки. Если сила Г приложена к точке А 
(черт. 95), то моментом силы F  относительно точки О называется

вектор М, определяемый формулой

M =  r x F ,

где г =  ОА есть радиус-вектор точки 
приложения. Из определения вектор- 

Черт. 95. ного произведения следует, что ве
личина момента равна величине силы, 

умноженной на расстояние ОР  точки О от прямой, вдоль 
которой действует сила.

§ 12. Основные свойства векторного произведения. 1. От  
перестановки множителей векторное произведение меняет свой 
знак, т. е,

В х  А =  — ( А х  В). (22)

В самом деле, величина параллелограмма и его плоскость 
не меняются, направление же вектора-произведения мы 
должны изменить на противоположное. Таким образом, век
торное произведение не обладает свойством переместитель
ности.

2. Векторное произведение обладает свойством сочетательно
сти по отношению к скалярному множ ителю , т . е. скалярный

204

множитель можно выносить из-под знака векторного произ- 
бѳдвния’

; А х В =  / ( А х В) в А х і В = г ( А х В ) .  (23)

При положительном I эти формулы очевидны, так как они 
выражают, что при увеличении одной стороны параллелограмма 
в I раз площадь параллелограмма тоже увеличивается в I раз. 
Что касается случая отрицательного I , то достаточно заметить, 
что при изменении знака одного из множителей величина век
торного произведения остаётся неизменной, направление же 
этого произведения меняется на противоположное.

3. Векторное произведение подчиняется распределительному 
закону, т. е.

(А +  В ) хС  =  А х С  +  Вх С.  (24)

Д л я  доказательства заметим сначала,что произведение А х  С0, 
где С0 —единичный вектор, можно построить так (черт. 96).

Спроектируем вектор А =  ОА на плоскость, перпендикулярную
к С0, и полученную вектор-проекцию О А , повернём в этой пло
ское™ вокруг точки О по часовой стрелке на 90°.

Полученный вектор ОАг и равен А х  С0. В самом деле,
a) OAt =  O Al =  A  cos (90° — <p) =  Asin<p, где <р — угол, между 

векторами А и С0;
b) вектор О А г перпендикулярен к векторам А и С0 и направ

лен в ту сторону, из которой вращение от А к  С0 представляется 
совершающимся против часовой стрелки.

Итак, О А 2 =  А х  С0.*
Пусть теперь даны единичный вектор С0, перпендикулярная 

к нему плоскость р и треугольник О А 1В 1 (черт. 97), в котором



Спроектируем д  О А хВ х па плоскость р  и повернём проекцию 
ОАгВ г в плоскости р  по часовой стрелке на 90°.

Получим Д  О А ,В „  в котором, по предыдущему,

ОВ, =  (A -f- В) х  С0, ОА, =  А х  С0, А~у}, =  В х  С0.

Т ак как

ОВ, =  О A , -f- А ,В ,,
то

(А +  В )х С °  =  А х С °  +  В х С ° . (25)

Заметив, что С =  С С ° , умножим теперь обе части равенства 
(25) на скаляр С. Применив свойство 2 векторного произведения, 
получим:

(А +  В) X СС° =  А X СО0 +  В X СС°,
или

(А +  В ) х С  =  А х С '+ В х С ,

что и требовалось доказать.
П р и м е р  1. Показать, что (А — В )х (А  +  В) = 2  (А х В ) ,  и выяс

нить геометрический смысл этого равенства, изображая векторы А —В 
и А +  В диагоналями параллелограмма.

В самом деле:

(А — В ) х ( А  +  В) =  А х А  — В х А  +  А х В  — В х В  =  — В х А  +  А х В  =
=  А х В  +  А х В = 2 ( А х В ) .

Геометрически это значит, что удвоенная площадь параллело
грамма равна площади параллелограмма, построенного на его диа
гоналях.

П р и м е р 2. Пусть вершины A B C  треугольника заданы своими 
радиусами-векторами А (г,), В (г2), С (г8). Найти вектор S, представля
ющий треугольную площадку A B C ,  на которой вадано направление 
обхода контура от А  к В и от В к С.

Так как АВ =  г, — г,, В С = г 3 — г», то искомый вектор S будет:

S =  у  (га — г ,)х (г 3 — г2) =

=  у  (г«х г з) —у  (гіХ г 3) — \  ( г ,х г 3) +  у ( Г 1ХГ2) =

1 х •
=  2 (г« х г 3 + г 3х г х +  г1х г 2).

§ 13. Векторное произведение векторов, заданных проек
циями. Обозначая через Х І( У,, Z ,  проекции вектора А, а через 
Х 2, У2, Z 2 проекции вектора В, выразим векторное цроизве-
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денис Л на В:

A x B  =  ( i Z 1 +  j r i +  kZ1) x ( i A 2 +  j y i +  kZ2).

По свойству распределительности, суммы векторов умно
жаются как  многочлены. Следовательно, получаем:

А X В =  (i X і)  Х ,Х ,  +  (j X  i)  Y,X, +  (k x  i)  Z\X, +
+  (І x  j)  X xY t +  (j X j) У,У2 +  (k x  i) Z ,Y t +  
ф  (i X k) X 2Z2 +  (j X  k) У ,Z2 +  (k x  k) Z , Z 2. (26)

Т ак как i, j ,  k представляют три взаимно перпендикуляр
ных единичных вектора и вращение от j к к  предста
вляется с конца вектора і совершающимся против часовой 
стрелки, то

і X і =  0, j х  j =  0, k x k  =  0, ’ \ (27)
i x j = —  j x i  =  k, j x k = —  k x j  =  i, k x i = —  i X  k =  j; J

следовательно, в полученном выражении (26) для А х  В пропа
дут три слагаемых, остальные же соединятся попарно, и окон
чательная формула будет:

А х В =  і (У ,Z , — Y ,Z X) +  j (Zj-X, - Z ,X x) +  k  ( X J ,  -  X ,Y ,). (28)

Формулу (28) можно записать также в символической, легко 
запоминаемой форме, если воспользоваться понятием опреде
лителя 3-го порядка х):

i j k
А X В =  X , Y , Z , . (29)

х 2 у2 z 2

Д ля практических вычислений можно рекомендовать такой 
порядок:

1 ) составляем таблицу из двух стр о ки  трёх столбцов, под
писывая проекции множителя под проекциями множимого:

X , У, Z, 
х 2 У2 z 2

2 ) для получения первой проекции произведения закрываем 
в этой таблице первый столбец и вычисляем оставшийся опре-

1) Понятие опредрлителя дано в ч . I, гл. VI.
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делитель 2 -го порядка; чтобы получить вторую проекцию произ
ведения, закрываем второй столбец и оставшийся определитель 
берём с обратным знаком; наконец, для получения третьей 
проекции произведения закрываем в нашей таблице третий 
■столбец и берём оставшийся определитель 2 -го порядка со своим 
знаком .

Например, если сомножители суть А{3, 4, 8 }, В {5 ,1 , 7}, то, 
пользуясь таблицей

3 4 8 
5 1 7

находим проекции А х  В: 20, 1 9 , - 1 7 .
Заметим, что в силу (28) условие (20) А х  В =  0 параллель

ности векторов A {A-!, Y x, Z J}  и В { Х 2, Y t , Z 2} может быть выра
ж ено равенствами:

или
Y 1Z 2— Z lY 2 =  0, Z 1X 2 — X IZ t =  0, X 1Y t — Y 1X t =  0,

X , _ Y I _ Z l
z,> (30)

т . e. если векторы коллинеарны, то их проекции пропорциональ
ны, и обратно.

П р и м е р  1. Н айти  площ адь треугольника A B C  с  вершинами 
в  точках А  (*,. у „  z ,)_ B  (* „  у г , z ,), С (х„  у г, z3).

Т ак к ак  вектор А В  имеет проекции х г — я ,, у.г —  у ,, г., — z1, а вектор 
А С  имеет проекции х 3— я ,, у3 — у ,, z3 — г1, то

пл. Д  А Б С  =  — I А В  х  А С  | =

1 +
—  *і г/з —  г/і

2/s 2/i
= _ L . /  г/з — Уі г» —  г ,)*

2 г  У, —  y ,  z3 —  Zl I ' r

П р и м е р  2. О пределить синус угла  А  треугольника A B C  с вег*, 
ш инами А  (1, 2, 3), В (3 , 4, 5), С (2, 4, 7).

Т ак  как  векторы  А В  и А С  имеют соответственно проекции 2, 2. 2 
и  1, 2, 4, то

sin  А  —
А В х А С І

2 2 
2 4 +

2 2 
4 1 +

2 2 

1 2 |^56 _j / 2 .
A B  A C  У V  +  2а +  22 > Л а +  2а -(- 42~  3

у го л  следует в зять  острым, если В С г <  А В 2 +  Л С 2, и тупым, если В С г >  
>  А В 2 +  А С г. В данном случае угол  А  острый.
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§ 14. Векторно-скалярное произведение. Если мы умножим 
скалярно два вектора А и В , то их произведение Ьѵдет скаляром. 
Утот скаляр далее будет умножаться как  обыкновенное число, 
и ничего нового, при дальнейшем умножении мы не получим. 
Совсем иное дело будет, если мы перемножим два вектора век- 
т о р н о :  в результате мы получим снова в е к т о п А х В . П редста- 
Вляется интересным исследовать дальнейшие произведения, как 
скалярное, так и векторное, этого вектора на новый вектор С. 
В первом случае мы будем иметь векторно-скалярное произведе
ние, обозначаемое через (А х В) С =  (АВС), во втором случае двой
ное векторное произведение, обозначаемое через ( А х В ) х С .

Д л я  приложения векторно-скалярного 
произведения весьма важным является у яс
нить себе его геометрический смысл. В ектор
ное произведение Е = А х В  есть вектор Е, 
по величине равный площади параллело
грамма O AD B, построенного на векторах А 
и В, и направленный перпендикулярно к 
плоскости параллелограмма (черт. 98). С ка
лярное произведение (А х  В) С =  ЕС есть про
изведение скаляра Е  первого множителя на Ч ерт. 98. 
длину проекции второго вектора С на пер
вый. Эта проекция C lt как  проекция вектора С на перпенди
куляр  к плоскости, равна расстоянию точки С (конца век- 
гора С) от плоскости параллелограмма OAD B.

Построим параллелепипед на векторах А, В, С, как  на рёб
рах. Высота этого параллелепипеда есть наша проекция (7,, 
а площадь основания—параллелограмма O A D B —численно р а ін а  
длине вектора Е . И так, произведение ЕС =  Е С г равно произ
ведению площади основания параллелепипеда на его высоту, 
т. е. измеряет объём параллелепипеда.

При этом важйо отметить, что наше скалярное произведение 
даёт объём параллелепипеда иногда с положительным, а пногда 
с отрицательным знаком. Положительный знак получается, 
если угол между векторами Е й С острый; отрицательный — если 
он тупой. При остром угле между Е и С вектор С расположен 
по ту же сторону плоскости O AD B , что и вектор Е , и следова
тельно, из его вершины С вращение от А к В будет видно 
так же, как и из точки/?, т. е. в положительном направлении 
(против часовой стрелки).

При тупом угле межеду Е и С векотр С расположен по дру
гую сторону плоскости O AD B, чем вектор Е, и следовательно, 
из его вершины С вращение от А к В б удет видно в отрица
тельном направлении (по часовой стрелке). Иными словами, 
произведение (ABC) положительно, если векторы А, В и С
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образуют систему, одноименную с основной (взаимно рас
положены так ж е, как  оси х , у ,  г), и оно отрицательно, 
если векторы А, В и С образуют систему, разноименную 
с основной.

Итак, мы получили следующую теорему: 
Векторно-скалярное произведение (ABC) =  (А х В ) С есть число, 

выражающее объём параллелепипеда, построенного на векторах 
А, В, С, как на рёбрах. Знак произведения полож ителен, если 
векторы А, В, С образуют систему, одноименную с основной, 
и отрицателен в противном случае.

Из этой теоремы следует, что абсолютная величина произ
ведения (ABC) =  (А х  В) С останется та же, в каком бы порядке

мы ни брали множители А, В, С. Что 
касается знака, то он будет в одних 
случаях положительным, в других — 
отрицательным; это зависит от того, 
образуют ли наши три вектора, взятые 
в определённом порядке, систему, одно
именную с основной, пли нет. Заметим, 
что у нас оси координат расположены 
так, что они следуют одна за другой 

Черт. 9 9 . против часовой стрелки, если смотреть
во внутреннюю часть трёхгранного угла 

(черт. 99). Порядок следования не нарушится, если мы начнём 
обход со второй оси или с третьей, лишь бы он совершался 
в том же направлении, т. е. против часовой стрелки. При этом 
наши множители переставляются в круговом порядке. Таким 
образом, получаем теорему:

Круговая перестановка трёх множителей векторно-скаляр
ного произведения не меняет его величины. Перестановка двух 
соседних множителей меняет знак произведения:

(ABC) =  (ВСА) =  (САВ) =  — (В А С )=  - ( С В А ) =  -(А С В ). (31)
t

При каких условиях векторно-скалярное произведение 
может обратиться в нуль? — Очевидно: а) если среди мно
жителей есть хотя бы один нуль-вектор; Ь) если по край 
ней мере два из перемножаемых векторов коллинеарны (и, сле
довательно, их векторное произведение равно нулю), в ч а 
стности:

(ААВ) =  (АВА) =  (ВАА) =  0; (32)

с) если три вектора А, В, С компланарны (параллельны одной 
и той же плоскости), потому что тогда А X В J. С и, следова-
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тельно:
(А х  В) С = 0 .

Объединяя все три случая, можем сказать, что (АВС) =  0, 
если векторы А, В, С компланарны. Обратно, пусть (АВС) =  0. 
Тогда, если никакой из векторов не равен нулю и никакие два 
из векторов не коллинеарны, А х В и С должны быть перпен
дикулярны, так как  их скалярное произведение равно нулю , 
а так как , кроме того, А х  В перпендикулярен к  А и В, то век
торы А, В, С компланарны. Следовательно, можно утверждать, 
что равенство

(ABC) =  0 (33;

есть необходимое и достаточное условие компланарности векто
ров А , В, С.

Впрочем последний результат непосредственно вытекает 
из геометрического смысла векторно-скалярного произведе
ния, как  объёма параллелепипеда, построенного на рёбрах 
А , В, С .

П р и м е р  1. Показать, что объём треугольной пирамиды равен 

— абсолютной величины векторно-скалярного произведения, составлен

ного из трёх векторов-рёбер, выходящих из одной вершины.
В самом деле, треугольную пирамиду A B C D  можно рассматривать 
1 —> —> —,

как — часть иараллрлепипедэ, построенного на векторах А В . A C , A D

как на рёбрах. Следовательно, имеем:

объём A B C D  =  * I ( А В  А д  A D ) \ .

П р и м е р  2. Раскрыть скобки в выражении ( А + В )  ( В +  С) (С +  А).  
ЭТо выражение представляет [ ( А + В )  х  (В +  С)] (С +  А).  Векторное 

произведение будет равно:

А х В + В х В  +  А х С  +  В х С  =  А х В  +  А х С  +  В х С .  

Умножая его скаляріто на (С +  А),  получим:

(Л X В) С +  (А X С) С +  (В х  С) С +  (А X В) А  +  (А X С) А +  (В X С) А =  
=  ( А X В) С +  (В X С) А  =  ( A B C )  +  (ВСА) =  ( A B C )  +  ( A B C )  =  2 ( A B C ) .

§ 15. Векторно-скалярпое произведение в проекциях.
Обозначая через X , ,  У ,, Z , проекции вектора А, через X ,, У,, Z, 
проекции вектора В и через Х 3, У,, Z8 проекции вектора С, 
найдём сначала проекции векторного произведения А х  В.
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Согласно формуле (28) эти проекции будут:

У, Z, Z t X , X , у,
Уз z t

t
Z 2 X .

f
X 2 y2

Зная теперь проекции первого множителя Л X В и проекции 
Х 3, У„ Z , второго множителя С, найдём по формуле (13) их 
скалярное произведение:

(ЛВС) =  (А х В)С =  X ,

Но левая часть этого равенства есть не что ппое, как разло
жение определителя третьего порядка

I У, z, Z, X, X , У,
1 Y,  Z2 +  ^3 z . x 2 +  Z 3

X , Уі Z ,
х ш Y а
X , Z,

по элементам последней горизонтали. Итак, окончательно мы 
будем иметь

X , Y , И,
(АВС) =  Х 2 У. Z , , (34)

X , Y , Z ,

т. е. векторно-скалярное произведение трёх векторов, заданных 
своими проекциями, равно определителю 3-го порядка, состав
ленному из этих проекций. При этом следует помнить, что 
в 1 -й, 2 -й и 3-й строках определителя пиш утся в обычном 
порядке проекции 1 -го, 2 -го и 3-го из перемножаемых векто
ров. Пользуясь формулой (34), мы видим, что условие (33), 
необходимое и достаточное для компланарности %векторов 
А { Х 1( Y Д Z ,} ; В { Х 2, У2, Z ,} ,  С {Х3, У ,, Z 3}, запишется 
в виде

X t У, Z,
Х 2 У2 Z 2 = 0 .  (33)
X, у, Z,

П р и м е р  1. Вычислить (ABC), если А (З, 4, 2 } , В {3 , 5, — і } ,  
С {2, 3, 5 } .
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*•< ’* *
Пользуясь формулой (34), находим:

(ЛВС) :
4 2
5 — 1
3 5

=  14

П р и м е р  2. Вывести условие того, чтобы четыре точки А  (х г, у ,,  г,), 
В  (хг, у 2, г2), С (*2, у 3, z3), D  (х4, r/4, z4) лежали в одной плоскости.

Искомое условие равносильно условию компланарности векторов
А В ,  A C. A D  и, следовательно, согласно формуле (35), .может быть запи
сано в виде

1 х 2 X, Уч У, -2 -1

х 3 —  ж, 2/з Уі 2з — 2i = 0 .I
Xt —  х х уч у ,  г4 — ;

П р и м е р  3. При тех же обозначениях объём V  треугольной пира
миды A B C D  выражается формулой:

Ѵ =  ±
х 3 —  * і  у 3 —  «/, Z3 —  2,

* 3  —  х і  Уз У і  2з 2 і  

х з  —  х і  Уч —  У i  2 ч 2 i

В самом деле, согласно примеру 1 иа § 14, мы имеем:

Ѵ =  ,  ( А В  AC A D ) .  С

Так как векторы А В ,  A C ,  A D  имеют соответственно проекции х„ — х , .
У з У \ ’ г з  —  * і ,  х з  —  * і >  У з У ч  гз * і «  х і  —  * і »  У з —  У ч  z 4 —  2 і>  т о  
находим:

V =  ±
* 3  —  * i  У з  —  У  l  2 3 —  2 1

х з  —  х і  У з  —  У і  2 з  —  2 і

— *і Уч —  Уі 2і — 2і

где 8нак берётся одинаковый со внаком определителя.

§ 13. Двойное векторное пропзведение- Мы рассмотрели 
вектор ю -скалярное произведение; теперь перейдём к векторно
векторному произведению

(А х  В) х  С.

В первом случае мы получили прекрасное геометрическое истол
кование произведения; здесь же мы дадим формулу, значительно 
облегчающую вычисление. Эта формула имеет вид

(А х  В) х  С =  В (АС) — А (ВС). (36)
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О бозначая искомый результат через D, найдём его про
екции Dx, D y, D z. С этой целью сначала определяем проекции 
вектора А х  В и получаем по формуле (28):

(А х  В)х =  А ѵВ г — А .В у , (А х  В)„ =  А В Х — А хВ г,
(А х  В)г =  А хВу — А уВ х._

Д алее, прим еняя снова ту же формулу (28), находим:

Ac —(А X В \ C Z -  (А х  В ).СУ =
=  (A ZB X -  А хВ г) Сг -  (А хВу -  А уВ х) Су =
=  А  (АуСу +  АгСг) -  А х (ВуСу +  Bfit).

Прибавив и вычтя по А ХВ ХСХ получим:

А = А  ( А А + + А А )  -  ^  (А А + А А  +  А А ) .
Волее кратко последнее выражение запиш ется так:

А = А  ( А С ) - А  (ВС).

Аналогичные формулы получаю тся и для двух других 
проекций:

Dy =  By (AC) -  (ВС), D t =  B 2 (AC) -  A  (ВС).

З н ая  проекции вектора D , пишем самый вектор D:

D =  i A  +  j A  +  k A -

Внося вместо Dx, D v, Dz только что полученные значения, 
имеем:

D =  ( ІА  +  j А  +  к А )  (АС) — (і А  +  j А  +  кА )(В С ),
или

D =  В (АС) — А(ВС).

Заменяя, наконец, D его значением, найдём требуемую фор
мулу (36).

Заметим, что в двойном векторном произведении весьма 
важно различать порядок перемножения. Т ак , например, 
вычисляя А х  (В X С), мы получим совершенно другой вектор, 
а именно:

А х  (В х  С )  (В X С) X А =  (С X В) X А =  В (АС) — С (АВ).
іі4

И так, получается формула

А X (В х  С) — В (АС) — С (АВ). (37)

Из сопоставления формул (36) и (37) можно вывести следую 
щее правило для запоминания разлож ения двойного вектор
ного произведения:

Двойное векторное произведение равно произведению среднего 
вектора на скалярное произведение двух д р уги х , минус край
ний вектор скобки, умнож енный на скалярное произведение двух  
других.

При круговой перестановке векторов А, В, С формула (36) 
приводит к трём разным векторам:

( А х В ) х  С =  В (АС) — А (В С ),
( В х  С ) Х А =  С (В А )-В (С А ) ,
(С X А) х  В =  А (СВ) — С (АВ).

С клады вая вместе эти три равенства, получим тождество

(А х  В) X С +  (В х  С) X А +  (С X А) х  В =  0. (38)

Одно из применений формулы (37) состоит в выводе разло
жения данного вектора В на две компоненты, из которых одпа 
параллельна, а другая перпендикулярна к заданному вектору А. 
В самом деле, полож ив в формуле (37) С =  А , найдём:

А X (В X  А) =  В (АА) -  А (АВ) =  В (А*) -  А (АВ).

Реш ая это уравнение относительно В, получим:

B =  ^ A  +  : J r [ A x ( B x A ) l .  . (39)

Первый из слагаемых векторов правой части, очевидно, п арал 
лелен вектору А, а второй перпендикулярен к нему.

Ф ормула (39) для разлож ения упрощ ается, если А есть 
единичный вектор. Тогда А =  1 и формула (39) примет вид

В =  (АВ) А +  А х  (В х  А). (40)

Мы разобрали два случая произведений трёх векторов; .они 
играют большую роль в векторной алгебре. Произведения 
четырёх и большего числа векторов могут быть сведены к низ
шим произведениям.

П р и м е р  1. П оказать , что  если а ±  Ь. то

a x { a x [ a x ( a x b ) ] }  =  a 4b .

В самом деле:
a x ( a x b )  =  a ( a b )  — b (аа) =  — Ьа*.
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Умножая векторно слева на а, получим:

а х  [а х  (а х  Ь)] =  — а г (а х  Ь) =  а г (b х  а).

Повторяя ту же операцию, найдём:

а х  { а х [ а х (a x b )]}  =  а ! [ a x ( b x a ) ]  =  a2b (аа) — а*а(ab) =  a*b,

что и нужно. Читателю рекомендуется проверить этот результат геоме
трически.

П р и м е р  2. Вычислить ( a x b ) ( c x d ) .
Обозначая временно (с Xd ) =  е, произведём в векторно-скалярном 

произведении ( a x b ) e  перестановку; тогда получим:

(a x b )  (c x d )  =  (a x b )  е =  а (b x e )  =  a [b x ( o x d ) ]  =
==а [с (bd) — d (be)] =  (ас) (bd) — (ad) (be),

ас ad 
be bd

( a x b ) ( c x d )  =

В частности, при d =  a найдём: ( a x b )  ( a x c ) =  a* (be) — (ab) (ac).

У пражнения

t .  Даны дне прямоугольные декартовы системы координат с одина
ковыми направлениями осей. Радиус-вектор нового начала координат 
г„ {а, Ь, с } . Найти зависимость между радиусами-векторами г {х, у, z] 
а г ' { х ' ,  у ' ,  z '}  произвольной точки относительно старой и новой систем.

2 * . Даны две прямоугольные декартовы системы координат с общим 
началом. Ііайти выражения координат х ,  у ,  z произвольной точки отно
сительно .старой системы через координаты х \  у ’, z '  той ж е точки 
по новой системе.

8 . Найти формулы преобразования прямоугольных декартовых 
координат в общем слуаче.

4 . Доказать, что если диагонали четырёхугольника делят друг  
друга пополам, то четырёхугольник есть параллелограмм.

б . Найти радиус-вектор точки пересечения медиан треугольника, 
верщины которого заданы векторами гх, г2, г3. Выразить также ответ 
в координатах. *

6 . Найти радиус-вектор, а также координаты центра тяжести 
системы трёх материальных точек M lt M t , М г, в которых сосредоточены  
массы тпѵ ma, m 3.

^  7. Доказать перпендикулярность векторов А {З, 2, l}  п В {2, —3, О}.
'—S. Найти длину и направление вектора А  (1, 1, 1).

9 * . Вывести формулу для квадрата стороны четырёхугольника
10*. Дан параллелограмм ОАСВ: ОА =  В С  =  А , ОВ =  А С  =  В.  Дать 

геометрическое истолкование формул:

(А +  В)* -f (А — В)а =  2 (А* +  В 1) , (А  +  В)3 — (А — В)3 =  4 .4 5 .
(А +  В) (А — В) =  А 1 — Ва.

Какое значение имеет последнее из этих равенств для ромба?
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11. Доказать, что вектор ж=Ь (ас) — а (Ьс) перпендикулярен век
тору с.

12. Доказать, что три высоты треугольника пересекаются ь одной
точке.

•«ч. 13. Какой угол составляют между собой два вектора:

А =  і +  j — 4k, B = l — 2J+ 2k ?

4» 14. Определить угол между векторами а и Ь, если вектор а +  ЗЬ пер
пендикулярен вектору 7а — 5Ь, а вектор а— 4Ь перпендикулярен век
тору 7а — 2Ь.

15*. Вывести формулу для косинуса суммы двух углов.
16. Дано., что а х  с = Ь  х  с, с ф О ;  можно ли отсюда заключить, 

что а =  Ь?
17*. Найти формулу для sin (о — (J).

* ч і8 . Найти величину площади параллелограмма, сторонами которого 
являются векторы а =  і — 3 j+ k , b =  2i — j - f 3 k .

19. Вычислить площадь треугольника, вершины которого находятся 
в точках Л (3, 4, — 1), В  (2, 0, 3), (7(— 3, Ь, 4).

20 . Найти площадь треугольника A B C ,  если известны проекции
его сторон С А ( Х ,  Y ,  Z)  и С В ( Х ' ,  Y \  Z ’).

21 . При обозначениях еадачи 20 найти синус углт С.
22 . Вычислить векторно-скалярное произведение ij (i -f- j -f- k).
23. Показать, что abc =  ab (с -f Аа -f- цЬ).

*■"24. Показать, что векторы (3, 4, 5), (1, 2, 2), (9, 14, 16) компланарны, 
*>25. Проверить, что четыре точки А (1, 0, 1), В  (4, 4, 6), С (2, 2, 3) 

и £>(10, 14, 17) лежат в одной плоскости.
26 . Вершины треугольной пирэмиды находятся в точках: А  (0. 0, 0), 

В [ 3, 4 , — 1), С (2, *3, 5), £>(6, 0, — 3). Вычислить её объём.
27. При данных задачи 26 нгйти длину высоты, опущенной из 

вершины А.
28. Даны векторы а(3 , 0 , — 1), b (2, 4, 3), с ( — 1, 3, 2), d (2, 0, 1). 

Вычислить (a x b )x c  и (a x c ) (b x d ) .
29*. Найти кратчайшее расстояние между двумя прямыми, если одна 

проходит через точку Л (3, 0, — 1) параллельно вектору В |2 ,  4, з } ,  
а другая проходит через точку С (— 1, 3, 2) параллельно вектору
D {2 , 0, 1}. >

80*. Найти расстояние от точки Л  (3, 4, 2) до прямой, проходящей
череэ точку В [  1, 2, 3) параллельно вектору С {б, 6, 7 } .

Г Л А, В А 111

ПЛОСКОСТЬ

§ 1. Нормальное уравнение плоскости. Положение плоско
сти в пространстве будет вполне определено, если зададим её 
расстояние р  от начала О , т. е. длину перпендикуляра О Т, 
опущенного из точки О на плоскость, и единичный вектор п°, 
перпендикулярный к  плоскости и обращённый от начала О 
к  плоскости. Этот вектор п° назовём направляющим вектором 
плоскости (черт. 100).
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Когда точка М , имеющая радиус-вектор г, движется по пло
скости, то её радиус-вектор меняется так , что всё время свя- 
ван некоторым условием. Посмотрим, каково это условие. 
Очевидно, для любой точки Л/(г), лежащей на плоскости, 
имеем:

пр.„о ОМ =  ОТ =  р. (1)

Эго условие имеет место лишь для точек плоскости; оно нару
шается, если точка М  лежит вне плоскости. Таким образом,
равенство (1 ) выражает свойство, общее всем точкам плоскости 
и только им. Согласно § 7 гл. I I ,  имеем:

пр.П'іОМ  =  гп0,

и, значит, уравнение (1 ) может быть 
переписано в виде

мі° — р  =  0. (1 ')

Уравнение (Т ) выражает собой усло
вие, при котором точка М  (г) лежит 
на данной плоскости, и называется 

Черт. 103. нормальным уравнением этой гиіос-
кости. Радиус-вектор г произволь

ной точки М  плоскости называется текущим радиусом-вектором.
Уравнение ( ! ')  плоскости записано в векторной форме. 

Переходя к координатам, заметим, что проекциями единичного 
вектора п° на осп координат O x,O y,O z  служат косинусы углов 
а, р, у, составленных осями с этим вектором, а проекциями 
радиуса-вектора г точки М  служат координаты х , у , z точки Л/, 
т. е. имеем:

п° {cos я, cos cosy} и г [х, у, z}.

Уравнение (1') переходит в координатное:

х  cos a - f  у  cos р -\-z cos у — р =  0 . (2)

При переводе векторного уравнения (1 ') плоскости в коор
динатное уравнение (2) мы воспользовались формулой (13) § 9 
гл. II , выражающей скалярное произведение через проекции 
векторов. Уравнение (2) выражает собой условие, при котором 
точка М  (х, у , z) лежит на данной плоскости, и называется нор
мальным уравнением этой плоскости в координатной форме. 
Полученное уравнение (2)—первой степени относительно х, у , z, 
т. с. всякая плоскость изображается уравнением первой сте
пени относительно текущих координат.
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З а м е ч а н и е .  Нормальное уравнение плоскости (2) можно 
вывести, не пользуясь векторами. Положение плоскости в про
странстве будет вполне определено, если мы задад ім её рас
стояние р  от начала координат, т. е. длину перпендикуляр а О Т , 
опущенного из начала на плоскость, и углы а, {3, у направле
ния этого перпендикуляра с положительными направлениями 
осей Ох, Оу, Oz (черт. 101). Когда точка М  с координатами 
х , у , z движется по плоскости, то её координаты меняются 
так, что всё время связаны не
которым условием. Посмотрим, 
каково это условие.

Построим на черт. 101 коор
динатную ломаную линию OPSM  
произвольной точки М  плоско
сти. Возьмём проекцию этой ло
маной на направление ОТ. Заме
тив, что проекция ломаной рав
на проекции её замыкающей 
(ч. I, гл . I, § 7), будем иметь:

rip. {OPSM ) =  пр. {ОМ)  =  р.  (3 )

С другой стороны, известно, что проекция ломаной равна
сумме проекций её звеньев (ч. I , гл. I, § 7 ); следовательно,
равенство (3) перепишется так:

n p . ( ^ ) - f n p . ( P S ) - f r i p . ( S M )  =  p. (4)

Так как  проекция отрезка равна самому отрезку, умножен
ному на косинус угла между положительными направлениями 
оси проекций и той прямой, на которой лежит отрезок
(ч. I, гл . I, § 7), то

ПР* (ОР)  =  х  cos а, пр. (PS)  =  у  cos р, пр. (S M)  =  z cos у.

Подставляя эти значения в равенство (4), получим: 

х  cos а -\- у  cos р +  z cos у =  р,
пли

д: cos а +  у cos p +  z cos у — р  =  0 . (2)

К ак уже указывалось, уравнение (2) выражает собою усло
вие, при котором точка М (х, y , j z ) лежит на данной плоскости, 
и называется нормальным уравнением  этой плоскости. Полу-
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чеиное уравнение (2 ) —первой степени относительно х , у , z, 
т. е. всякая плоскость изображается уравнением первой степени 
относительно текущих координат.

§ 2. Приведение общего уравнения первой степени к нор
мальному виду. Возьмём уравнение первой степени общего 
вица:

Ах B y  -|- Cz D — 0. (5)

Каково геометрическое место тех точек пространства, коорди
наты которых х, у  и z удовлетворяют нашему уравнению? Мы 
покажем, что искомым геометрическим местом точек является 
плоскость. С этой целью будем рассматривать А , В  и С как 
проекции на оси координат Ох, Оу и Oz некоторого постоянного 
вектора н, а х , у  и z как  проекции радиуса-вектора г точки М . 
Тогда уравнение (5) может быть переписано в векторной форме 
следующим образом (гл. I I ,  § 9):

rn -f-D  =  0. (5'j

Известно (гл. I I ,  § 9), что скалярное произведение гп предста
вляет произведение длины п вектора п на проекцию радиуса- 
вектора г, взятую на направление вектора п, т. е.

гп =  и пр.пг.

Таким образом, из уравнения (5 ') мы получаем:

n r ip .n r +  Z) =  0 , или пр .„г =  =  const.

Итак, проекция радиуса-вектора переменной точки М  на 
направление постоянного вектора п есть величина постоянная, 
а это значит, что точка М  лежит в плоскости, перпендикуляр
ной к  вектору п и проходящей от начала на расстоянии, равном

. Следовательно, всякое уравнение (5) первой степени изобра
жает плоскость как геометрическое место точек пространства, 
координаты которых связаны этим уравнением.

В то же время из предыдущего мы усматриваем способ при
ведения уравнения (5) или (5 ') к нормальному виду (2) или (1 '). 
В самом деле, считая D  отрицательным, разделим уравнение 
(5 ') на длину

п =  у гА г +  В* +  Сг 

вектора п. Тогда получим:
D

В формуле (6 ) нужно брать знак, противоположный знаку сво
бодного члена, как  это видно из последнего равенства (10 ). 
Подставив найденное значение М  в равенства (10), получим 
формулы (8 ) для cos a, cos[3, cosy и р.

Итак, уравнение (5) приводится к нормальному виду путём 
умножения его на множитель М , определяемый по формуле (6 ). 
Этот множитель М  носит название нормирующего множ ителя. 
Так как нормальное уравнение изображает; как  вы видели 
в предыдущем параграфе, плоскость, то отсюда следует, что 
и общее уравнение (5) изображает плоскость.

Итак, всякое уравнение первой степени между x , y , z  изобра
жает плоскость, как  геометрическое место точек- простран
ства, координаты которых удовлетворяют этому уравнению.

П р и м е р .  Уравнение плоскости х — 2у + 2z — 3 =  0 привести 
к нормальному виду.

Нормирующий множитель будет:

М = ±  —у — =  у  ;
2)3+  2а 3

умножая на него данное уравнение, получим:

1 2 , 2 * п
з-х ~ -з  у +  ¥ г - 1 =  0*

Для данной плоскости, следовательно, имеем:
1 ' 2 2e o s 3 = g - ,  c o s p = — -g- ,  co sy  =  -g- , p =  1.

§ 3. Уравнение плоскости в отрезках. Обозначим через 
а, b а с отрезки, отсекаемые плоскостью на осях координат 
(черт. 102). Уравнение данной плоско- г
сти имеет вид

A x +  B y  +  Cz +  D  =  0. (12)

Т ак как  точка Р  (а, 0 ,0 )  лежит на пло
скости, то её координаты удовлетворя
ют уравнению (1 2 ):

Аа +  D =  0, 
пли

А = — (13) Черт. 102.

Аналогично координаты точки Q (0, 6 , 0) должны удовле
творять уравнению (1 2 ), что даёт:

Bb +  D  =  0,
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В=-% . ( 1 3 ' )

Наконец, координаты точки Л (0, 0, с) удовлетворяют уравне
нию (1 2 ):

Сс - f  D  =  О,
или

C = - j .  (13')

Подставляя значения А , В  и С из равенств (13), (13 '), (13') 
в уравнение (1 2 ) плоскости, получим:

_  о - - D 4  -  D - 4- D =  О.а Ь с 1

С окращ ая на D, которое в силу предположения не равно нулю, 
найдём:

_ Л _ »  i . +  1 _ 0f
CL О С  1

ллп

У +  f + T ^ 1* ( К )

Это и есть искомое уравнение плоскости в отрезках. 
З а м е ч а н и е .  К  виду (14) можно привести уравнение 

всякой плоскости за исключением случая D =  0, т. е. плоскости, 
проходящей через начало координат.

П р и м е р .  Уравнение плоскости Зх. — 4у +  z — 5 =  0 написать 
в отрезках.

Полагая в данном уравнении у  =  z =  0, найдём отрезок а :

5 5Зх — 5 =  0, откуда х  =  ~^ « т. е . а =  — ,

Аналогично, полагая х  =  z =  0, найдём отрезок Ъ:

5 5— 4 у ~  5 =  0, откуда у = ~  , г. е. 6 =  — — .

гНаконец, полагая х  =  у  =  0, найдём ртрезок с:

г — 5 =  0, откуда г =  5, т. ѳ, с =  5.

и л и
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С ледовательно, уравнение плоскости  в отрезках  будеті

3 4

§ 4. Исследование общего уравнения плоскости. Посмо
трим, какие частные полож ения относительно осей координат 
занимает плоскость, заданная уравнением

Ax +  B y  +  Cz +  D =  0, (15)

если некоторые коэффициенты этого уравнения обращаются 
в нуль.

Если D  =  0 , то уравнению (15) удовлетворяют x  =  y  =  z =  0,
т. е. координаты начала; таким образом, плоскость про
ходит через начало координат. Если С =  0 , то уравнение (15) 
будет:

A x +  B y  +  D =  0. (15 ')

Рассматривая это уравнение на плоскости хО у, мы будем 
иметь прямую линию. Рассматривая же уравнение (15 ') в про
странстве, мы будем иметь геометрическое место тех точек, 
которые проектирую тся на плоскость хОу в точки указан
ной прямой. Таким образом, уравнение (15 ') изображает 
плоскость, параллельную  оси Oz. Аналогично, если 5  =  0, 
то уравнение

А х  tJ? Cz -̂ 7 5  =  0

изображает плоскость, параллельную  оси О у , и, наконец, если 
А  =  0 , то уравнение

B y  Д- Cz D  =  0

изображает плоскость, параллельную  оси Ох. Вообще, ес
ли в уравнении плоскости отсутствует координата z, у  
или х ,  то плоскость параллельна соответственно оси O z, Оу 
или Ох.

Допустим теперь, что два коэффициента равны нулю, 
например,

5  =  С =  0 . ‘
У равнение

А х  -4- B y  = 0

изображает плоскость, проходящую через начало координат 
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параллельно оси Oz, т . е. это будет плоскость, проходящ ая 
через ось Oz. Аналогично уравнение вида

А х +  Cz =  0

изображает плоскость, проходящую черезь ось Оу, а уравне
ние

B y +  Cz =  О

изображает плоскость, проходящую через ось Ох.
Если равны нулю два коэффициента при текущих коор

динатах, например А =  В  =  0, то уравнение C z-fcD  =  0 изоб
раж ает плоскость, параллельную  оси Ох и оси Оу, т. е. 
плоскость, параллельную  плоскости координат хОу. Такж е 
уравнения B y -\-D  =  0  и Ах-\~ D =  0  изображают плоскости, 
параллельные соответственно плоскостям координат xOz 
и yO z.

Если, наконец, три коэффициента равны нулю , например 
В  — С =  D — 0, то уравнение А х  =  0 или х  =  0  изображает пло
скость координат yOz.

Такж е уравнения В у =  0 и C z=  0 изображают соответственно 
плоскости координат xOz и хОу.

§ 5. Уравнение плоскости, проходящ ей через данную 
точку. П усть дана точка М  с координатами х у, у у, zy и пусть 
уравнение искомой плоскости будет:

A x +  B y  +  Cz +  D =  0. (16)

Т ак  как  по условию искомая плоскость проходит через точку 
М  (х і, у г, 2,), то координаты этой точки должны удовлетворять 
уравнению (16). Отсюда получаем условие:

A x 1 +  B y l +  C zl +  D =  0. (16')

Вычитая это тождество из уравнения (16), получаем искомое 
уравнение:

A ( x - x 1) +  B ( y  — y 1) +  C ( z  — z 1) =  0. (17)

Это и есть уравнение плоскости, проходящей через данную 
точку.

П р и м ѳ р .  Составить уравнение плоскости, проходящей через точ
ку М  (1, 2, 3).

Уравнение искомой плоскости будет:

А ( * - 1 )  +  ^ ( у _ 2 ) + С ( а - 3 )  =  0 .
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З а м е ч а н и е .  Обозначая через г, радиус-вектор данной 
точки и через п вектор, перпендикулярный к плоскости, мы 
легко получим искомое уравнение в векторной форме. В самом 
деле, векторы г—г, и п должны быть перпендикулярны, потому 
что вектор г—г, лежит в искомой плоскости, а вектор п 
перпендикулярен к этой плоскости. Следовательно, ска
лярное произведение векторов г—г, и п должно быть рав
ным нулю:

(г — г,)п =  0.

Это и есть уравнение плоскости, проходящей через точку г,, 
в векторной форме.

Переходя к координатам, получим уравнение (17) в коорди
натах, если через А ,  В ,  С обозначим проекции вектора п, через 
x , y , z  — проекции радиуса-вектора г (текущие координаты 
точки М)  и, наконец, через х и y lt z y—проекции радиуса-век
тора г, (координаты данной точки М ,).

§ 6 . У равнение плоскости, проходящ ей через три дан
ные точки. Обозначая координаты трёх данных точек соответ
ственно через х і5 2 , у х 2, у 2, z2 и х ,, у 3, z3, напишем уравне
ние любой плоскости, проходящей через первую точку:

/
A ( x - x 1) + B ( 7/ - y 1) +  C ( z - 2j  =  0. (17)

Чтобы получить уравнение искомой плоскости, нужно потре
бовать, чтобы уравнение (17) удовлетворялось координатами 
двух других точек:

А  (х 4- х І) + В ( у г - у 1) +  С ( 2, — 2,) =  о, 

А (*» — * і) +  В  (Уз — у  J  +  С (23

, — 4 )  =  ° .  1

- 2,)  =  0 . J
(18)

Из уравнений (18) нужно определить отношения двух коэффи
циентов к Третьему и внести найденные значения в уравне
ние (17).

П р и м е р  1. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точки (1, 2, 3), (— 1, 0, 0) и (3, 0, 1).

Уравнение плоскости, проходящей через первую из данных точек, 
будет: ‘

А ( х - і ) + В ( Ѵ - 2 ) + С ( г —  3) =  0 . (17')

Условия прохождения плоскости (17') через две другие точки и первую 
точку суть:

ЕЛ +  2Я-)-ЗС =  0 и 2 А  —  2 £  —  2С =  0, (18Э
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или

B ^ a J  +  з - о , -  2 ^ _ 2 § _ 2 =  о.

Складывая второе уравнение с первым, найдём:

А  А  1
4 ^ - ф 1  =  0, откуда q  =

Подставляя во второе уравнение, получимі

В  _  5
С ~  4 *

Итак, А : В  : С =  1 : 5 :  (— 4).
Подставляя в уравнение (17') вместо А ,  В ,  С соответственно 1, 5, — 4 

(или числа им пропорциональные), получим:

( х  — 1) +  5 (у  — 2) — 4 (z — 3) =  О,
или

х  +  5 у — 42 +  1 =  0 .

П р и м е р  2. Составить уравнение плоскости, проходящей черев 
точки (0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2. 2).

Уравнение любой плоскости, проходящей через точку (0 , 0, 0), Судет)

А х  +  B y  - \ - C z - 0 .

Условия прохождения этой плоскости черев точки (1, 1, 1) и (2, 2, 2) 
суты

А + В + С =  0 и 2 ^  +  2 5  +  2С =  0 .

Сокращая второе уравнение на 2, видим, что для определения двух
» А Ьнеизвестных отношений ^  имеем одно уравнение:С/ С/

£ * £ + 1 =°-

Отсюда получим — 1 .Подставляя теперь в уравнение плоско*с о
А  В А

сти я  х +  7 7 i/ +  s =  0 вместо тг его аначение, найдеміО С /  о

§■ — 1 ^ * + ^ 2/ +  2 =  0С 
или

( B + C ' ) x  —  B y  —  Cz =  0 .
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Это и есть уравнение искомой плоскости; оно зависит от произволь*
В

ных количеств В ,  С (а именно от отношения , т. е. имеется бесчислен

ное множество плоскостей, проходящих через три данные точки (три 
данные точки лежат на одной прямой линии).

З а м е ч а н и е ,  Задача о проведении плоскости через три 
данные точки, не лежащ ие на одной прямой, легко решается 
в  общем виде, если воспользоваться определителями. Д ействи
тельно, так как в уравнениях (17) и (18) коэффициенты А ,  В,  С 
не могут быть одновременно равны нулю, то, рассматривая 
эти уравнения как  однородную систему с тремя неизвестными 
А ,  В , С , пишем необходимое и достаточное условие существо
вания решения этой системы, отличного от нулевого (ч. I ,  гл .
V I, § 6 ):

Я — У — Ух 2 — Z, 
* г ~ * х  Уг — Ух z» - z . 
*» — Хх У, — Ух 2,  — Z,

=  0.

Разлож ив этот определитель по элементам первой строки, 
пбпучим уравнение первой степени относЪтёЛЬНи Тёкущ ихкоо р- 
динат х,  у , z,  которому будут удовлетворять, в частности, 
координаты трёх данных точек.

В этом последнем убеждаемся непосредственно, если под
ставим в уравнение, записанное с помощью определителя, коор
динаты любой из данных точек вместо х ,  у ,  z.  В левой части 
получается определитель, у которого либо элементы первой 
строки нули,- либо имеются две одинаковые строки. Таким 
образом, составленное уравнение представляет плоскость, про
ходящую через три данные точки.

Обозначая через г,, г2, г3 радиусы-векторы трёх данных 
точек, не лежащ их па одной прямой, а через г текущий радиус- 
вектор, мы легко получим искомое уравнение в векторной фор
ме. В самом деле, векторы г—г„ г2—г, и г3—г, должны быть 
компланарны, потому что они все лежат в искомой плоскости. 
Следовательно, векторно-скалярное произведение этих векторов 
должно быть равно нулю:

( г - Г і ) ( г , - Г і ) ( г . - г . )  =  0 * ( 19)

Это и есть уравнение плоскости, проходящей через три данные 
точки га, г2, г3, в векторной форме.
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П ереходя к координатам, получим уравнение в координатах:

У — У1 У г ~ Уі  Уг — У 1 =  0 , (19')

где г , ( * , , ^ , 2 ,), г2(х а, ?/„,z2), r3( x3, у3, z3), т( х , у , г ) .

§ 7. Угол между двумя плоскостями. Пусть уравнения 
данных плоскостей будут:

Л,:г +  Я ,? /+  С ,2 +  £>, =  () и А 2х  +  В 2у  +  Саг +  5 а =  0. (20)

Требуется определить величину двугранного угла между ними^ 
Этот угол равен углу <р между перпендикулярами к этим 

плоскостям из начала координат. Т ак  как  векторы {А^, 5 , ,  С,} 
и { А 2, 5 2, С 2} перпендикулярны к данным плоскостям, то 
есть угол между этими векторами и определяется согласно 
формуле (15 ') из § 10 гл . I I ,  а именно:

А \А г +  Д,Д2 +  С,С2
cosc? Ѵ а \  +  В \ + С \  \Г а \ + ь \ + с \*

(21)

З а м е ч а н и е .  Вывод формулы (21) можно выполнить, не 
прибегая к векторам. Чтобы определить величину двугранного 
угла между плоскостями, заданными уравнениями (2 0), заметим, 
что этот угол равен углу  <р между перпендикулярами к этим 
плоскостям из начала координат. Написав нормальные уравнеч 
ния плоскостей (2 0 ) в виде:

х  c o s  а ,  ф  у  g o s  р ,  ф  г e o s  y ,  —  о .  =  0 .

х  eos а 3 4т у cos Р2 ф  z cos y2 

имеем (гл. I ,  § 3):

соз<р =  cos а , cos а 2ф  cos p^cos раф с о з  y, cos y 2 

Т ак как (см. формулы 8)

(20' )

(22)

Л,
cos а, +  я . + с .»

eos В. =  4 - -у  — 1
Рі ^ У а \ + в \ + с \

с,

eos а , — ± у г А і + в \  +  С‘г '  
д,

c ° s P a =  A t +  В\ + С \ '
С,

e o s Y‘ ~ ± У а \  + 'в [ + С \ '  ° ° Ч і  +

Й 0

то, подставляя эти значения в равенство (22), найдём:
А ,А , -f ВХВ 3 4"

с о і ^ = ± Ѵ Ж + Ж Щ т Ѵ Ж + Щ + с { і *21^
В этой формуле (21 ') можно брать любой знак (ф  или —), 

что соответствует выбору одного из двух смежных двугранных 
углов.

§ 8 . Условия параллельности и пеішенііпкѵляпнпсти двух, 
ділоскостёи. Б  случае перпендикулярности двух плоскостей

А хх  ф  5 ,у  ф С ,г  +  5 ,= =  0 и A tx  +  B ty  +  C tz +  5 ,  =  0 (20)

угол между ними равен 90°, т. е. cos <р =  0. Поэтому из форму
лы (2 1 ) имеем условие перпендикулярности плоскостей (2 0 ):

Ч , Л ,ф 5 15 ,ф С ,С а =  0. (23)

З а м е ч а н и е .  Это условие (23) получится сразу, если 
заметим, что скалярное произведение векторов { A lt 5 „  5 ,}  и 
{А 2, В 2, С 2} должно быть равно нулю.

Условие параллельности плоскостей в векторной форме мо
жет быть записано так: п, =  п̂2, где п, и п2 обозначают векторы, 
перпендикулярные к  данным плоскостям. Переходя к проек
циям, перепишем это условие таким образом:

А х =  1Аг, 5 ,  =  1В3, С Х =  1СХ,

что равносильно пропорции

Т Г Ж Г Ъ ’ <24>
З а м е ч а н и  е. Условие (24) без векторов можно устано

вить так: в случае параллельности плоскостей (2 0 ) имеем:
cos а, =  ф сов а2, 
cosp , =  ± c o s p 2, 
cos y, =  ± cosy,.

(24')

Заменяя здесь косинусы их выражениями через коэффициент 
ты уравнений (2 0 ), получим:

А ,    А ,
IV А \  +  В\ + С\ ^  Y  А \  +  В \ +  С*»

—  в1 —  —  +  -  в*V  А і + В \+ С \ - ^ У  А \ + B l+ C * '
С,________ С, I

Ѵ А \  +  в \ + с \  -  ± Y A \  +  Д і + С * 5
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о т к у д а  н а х о д и м :

Обратно, если выполнено условие (24), то плоскости паралч 
лельны. В самом деле, уравнения этих плоскостей будут: 

ІА  ,х  ф  l B ty  ф  lCtz ф  7), =  0, 
A tx +  B ty +  C ,z ф 7 > ,=  0 ; 

где l обозначает величину каждого отношения пропорции (24); 
Д ел я  первое уравнение на I, получим: 

А »х  -£ В іУ Ф  C,z - =  0. 

Следовательно, выполняются соотношения (2 4 '), и плоскости 
параллельны.

II р и м е р 1. Показать, что плоскости х  +  у  — z— 1 =  0 и zy-m
— 2z +  3 =  0 параллельны лиежду собой.

Услоьие параллельности (24) здесь выполняется;

1’ 2 — 2 ~  _  2*
П р и м е р  2. Показать, что плоскости

а; +  у +  z =  0 и а: +  у — 22 -(-3 =  0

перпендикулярны между собой.
Условие перпендикулярности (23) здесь выполняется)

1 . 1  +  1 . 1  +  1 .  ( _  2) «  0.

З а д а ч а  I . Составить уравнение плоскости, проходящей 
через данную точку параллельно данной плоскости. 

Пусть даны точка М  (х2, y t , z j) и плоскость своим уравт 
нением 

A tx  ф  B ty  Ф (7,2 ф  7), =  0. 

Напишем уравнение произвольной плоскости, проходящ ей 
черев данную точку М  (х „  y v  z,):

-4(х — х 1) ^ 7В ( у  — г /,)ф (7 (г  — z,) =  0. (17)

Чтобы эта плоскость была параллельна данной плоскости, 
нужно выполнить условие

А =  А п В  =  В и С — С ^  

П одставляя эти значения А , В  и С в уравнение плоо- 
кости, найдём: 

А, (х -  X,) ф  В , (у -  у ,) ф  С, (z -  z.) =  0.

П р и м е р .  Составить уравнение плоскости, проходящей через на
чало координат параллельно плоскости x + y + z =  1.

Здесь x l — y 1= z l =  0 и Л , =  В 1 =  С1= 1 .  Следовательно, уравнение 
искомой плоскости будет:

х  +  У + 2  =  0.

З а д а ч а  I I .  Составить уравнение плоскости, проходящей 
через две данные точки перпендикулярно к данной плоскости.

Пусть даны две точки М 1(х1, у ,, z,), М г ( х2, у 2, z2) и пло
скость своим уравнением

А \ х  Ф В і У  ф  C,z ф  7), =  0.

Напишем уравнение любой плоскости, проходящей через точку 
^ Л х і, У и  Ф ):

А  (х — х , ) ф 5 ( у  — у , ) ф С ( г  — г,) =  0, (17)

а также условия прохождения этой плоскости через точку 
Л /,(х 2, у й, z2) и перпендикулярности с данной плоскостью: 

Л (х, — Х і ) ф й ( у ,  — 1/ . ) ф С  (zf — z,) =  0, 

A A t ф  7?7?, ■+ СС1 =  0. 

Определяя из последних уравнений отношения двух коэі{>фи- 
циентов А , В  и С к  третьему и подставляя их в уравнение пло
скости, получим искомое уравнение.

П р и з е р .  Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точки (1, 1, 1) и (0, 1 ,— 1) перпендикулярно к плоскости z + y  +  z =  0.

Уравнение плоскости, проходящей через первую из данных точек, 
будет:

А ( х  — 1) +  В  (у  — 1) +  С (г — 1) =  0.

Условия прохождения этой плоскости через точку (0, 1, — 1) и перпен
дикулярности к данной плоскости суть соответственно:

Д  +  2С =  0 и А  +  В  +  С =  0.

с л е д о в а т е л ь н о , м о ж ем  в зя т ь :
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Из первого условия получаем j r  = —2. Деля второе на С, найдён

' с = - ( Г - 1 =  2 - 1 =  1-
А  В

Деля уравнение плоскости на С  и подставляя вместо — и —- найден-С/ с
ные значения, получим

— 2 (* — 1) +  (У — О +  (* — 1) =  0,
или

2.x — у - = 0 .
З а м е ч а н и е .  Задача II может быть решена в общем 

виде, если воспользоваться определителями. Действительно, из 
уравнений. (17) и (25), представляющих однородную систему 
с неизвестными А , В  и С, получаем (ч. I, гл. V I, § 6 ):

А ,

У ~ У і  * — 2 ,

В , с х
=  0.

§ 9. Точка пересечения трёх плоскостей. Чтобы найти 
координаты точки пересечения трёх плоскостей, данных сво
ими уравнениями

А хх-\- B xy - \-C xz -\-D x =  0 ,
А Iх  +  В 2у  -f- C2z +  D 2 =  0,
А ъх  +  В 3у  +  С,г +  D 3 =  0,

нужно решить эти уравнения совместно относительно х , у  и г, 
ток как координаты точки пересечения должны одновременно 
удовлетворять уравнениям всех трёх плоскостей.

П р и м е р .  Найти точку пересечения плоскостей

x  —  y  +  z =  0, х  +  2у —  1 =  0, х +  у — г +  2 =  0.

Решая эти уравнения совместно, получим координаты искомой точки: 

х =  — 1, у =  1, 2 =  2.

Полное решение этой задачи в общем виде может быть дано 
при помощи определителей. Согласно результатам исследова
ния, произведённого в § 7 гл . VI ч. I ,  имеем: если определи-? 
тель

А \ В 2 С,
Д =  А 2 В 2 С2 

А а В ъ С3
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отличен от нуля, то три плоскости пересекаются в единственной 
точке; если определитель Д равен нулю, но по крайней мере 
один из его миноров отличен от нуля, то три плоскости либо 
не имеют общей точки, либо пересекаются в бесконечном мно
жестве точек. В первом случае среди определителей 3-го по
рядка, принадлежащих таблице

А, В, С, D x 
А,
А .

В 2 С2 D3 
в ,  С, Dt

есть по крайней мере один, отличный от нуля, и тогда одна 
из плоскостей параллельна линии пересечения двух других. 
Во втором случае все определители 3-го порядка этой таблицы 
равны нулю и все три плоскости проходят через одну прямую.

Если, наконец, вместе с определителем Д все его миноры 
равны нулю, то три плоскости либо не имеют общей точки, 
либо пересекаются в бесконечном множестве точек. В первом 
Случае среди определителей 2-го порядка, принадлежащих вы
писанной таблице, есть хоть г
один, отличный от нуля, и 
тогда все три плоскости парал
лельны между собой; во втором 
же случае все определители 2 -го 
порядка этой таблицы равны ну
лю и три плоскости совпадают.

§ 10. Расстояние от точки 
до плоскости. Пусть даны урав
нение плоскости в нормальном 
виде:
х  cos а +  у  cos Р +  z cos у — р  =  О

и точка М Х(ху, у х, г ,) (черт. 103). Обозначим искомое рассто
яние точки Л/, до плоскости, т. е. длину перпендикуляра 
Л /,А , опущенного из точки М х на плоскость, через d  и будем 
считать d  положительным, если точка Л/, и начало коорди
нат О лежат по разные стороны плоскости, и отрицатель
ным в противном случае. Построим для точки Л/, координат
ную ломаную О Р хі>хМ  х. Возьмём проекцию ломаной линии 

направление ОТ  перпендикуляра, опущенно- 
координат на плоскость, замечая при этом, 
ломаной равна проекции замыкающей (ч. I,

ОР.А .Л/.А  на 
го из начала 
что проекция 
гл . I ,  § 7):

пр. ( OPxS xM ХК)  =  пр. [QK\ =  р. (26)
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С другой стороны, проекция ломаной равна сумме проекций 
её звеньев (ч. I ,  гл . I ,  § 7 ), т. е.

пр. {O P ,S ,M ,K )=  пр. (#/>,) ф  пр .(/>,.$,) ф  пр .( 5 , 3 / , ) ^  пр. (М , К )

Следовательно, равенство (26) запишется так:

пр. {ОР,)  ф  пр. (P ,S ,)  ф  пр. ( ^ З / , )  ф  пр. { М, К)  =  р. (26 ') 

Т ак как  по формуле проекции отрезка (ч. I ,  гл . I ,  § 7) имеем 

пр. {ОР,) =  х ,  cos «; пр. (P ,S ,)  =  у ,  cos р;

пр. { S , M, )  =  z , c o s y ,  п р .{ М, К)  =  — d,  

то равенство (26 ') запишется таким образом: 

х ,  cos а ф  у , cos р ф  z,  cos у — d — p ,
откуда

/  г і ^ ^ с о з а ф ^ с о з р ф г ^ о в у  — р, (27)

т .  е. чтобы найти расстояние от точки до плоскости, нуж - 
« Г 1» жвую часть нормального уравнения плоскости под- 
'СМЩить вместо Унекуших коороинат коорОинаты данной 
точки:    —--------- -

П р и м е р .  Найти расстояние отточки (1, 2, 3) до плоскость

2х  —  2 у +  г — 3 = 0 .

Напишем нормальное уравнение данной плоскости, умножив данное 
уравнение на нормирующий множитель:

волучюа
2 2 , 1  , „
З" Х 3 У"*“ 3 г — 1 = 0 -

2 2 1 2Искомое расстояние будет: d =  - -̂ - 1  — — • 2 - f  — - 3 — 1 я - - .  Знак
о  о  О о

минус означает, что данная точка и начало координат лежат по одну 
сторону данной плоскости.

З а м е ч а н и е .  Очень легко решается эадача о расстоя
нии точки до плоскости, если воспользоваться нормальным
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уравнением плоскости в векторной форме (§ 1). В самом 
деле, пусть __

гп° — р  =  0^

есть нормальное уравнение данной плоскости и Л/, (г ,)—данная 
точка. Задача состоит в том, чтобы определить длину перпен
дикуляра М , К ,  опущенного из точки М , на плоскость. Заме
чая, что вектор К М ,  параллелен единичному вектору п°, мы 
можем его представить так:

К М ,= ч іп \

Числовой множитель d, взятый по абсолютной величине, 
очевидно, даёт нам искомое расстояние; знак же d  будет поло
жительный, если векторы К М , и п° имеют одинаковое напра
вление (т. е. если точки М , и О лежат по разные стороны пло
скости, как  на черт. 103), и отрицательный, если эти векторы 
имеют противоположные направления (т. е. если точки М  и О 
лежат по одну сторону плоскости).

Заметив это, из черт. 103 усматриваем:

о к = б м , + м * , к ,
или

Гк =  г, — dna.

Т ак как , с другой стороны, точка К  лежит на плоскости

гп° — р  =  0 ,

то радиус-вектор Гк этой точки должен удовлетворять уравне
нию плоскости, т . е. имеем:

(г, — (іп*)п° — р =  0,
или

Ч п 0 — d — р =  0,
откуда

d =  r,n° — р. {21')

Рассматривая выражение, полученное для d , вамечаем, что
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оно есть результат подстановки г, вместо г в левую часть нор
мального уравнения плоскости.

Итак, для того чтобы найти расстояние точки до плоскости, 
надо в левую часть уравнения плоскости, приведённого к нор
мальному виду, подставить вместо текущего радиуса-вектора г 
радиус-вектор данной точки. В результате подстановки полу
чим число, абсолютная величина которого даёт искомое рас
стояние, а знак указывает, лежит ли точка по ту же сторону 
от плоскости, что и начало, или по другую сторону (минуо 
в первом случае и плюс во втором).

Переходя к координатам, получим формулировку, данную 
в начале этого параграфа.

Упражнения
1. Проверить, проходит ли плоскость

Зх — 5у +  2z — 17 =  О

через одну из следующих точек: а) (4, 1, 2); Ь) (2, —1, 3): с) (7. 1, 2))
d) (3, 0,4); е) ( 0 , - 4 ,  2).

2. Найти длину и направление перпендикуляра, опущенного из 
начала координат на плоскость:

a) 2x +  3y +  6z — 35 =  0; b) 21х +  30у — 70z—84 =  0; 
с) х—2y +  2 z + 2 1 = 0 .

Д. Найти на плоскости 4х — 7y +  5z—20 =  0 такую точку Р, чтобы 
прямая ОР образовывала с осями координат равные углы.

• 4. Найти на плоскости 2х—З у + 5 z — 1 6 = 0  такую точку Р,  чтобы 
прямая ОР образовывала с осями координат равные углы.

« 5. Найти уравнение плоскости, если известно, что точка (2, 9, —6) 
служит основанием перпендикуляра, опущенного из начала координат 
на эту плоскость.

» 6*. Даны две точки: А  (2, — 1, —2) и В  (8, — 7, 5). Найти уравне
ние плоскости, проходящей через точку В  и перпендикулярной к от
резку АВ.

7. Даны две точки: А  (—7, 2, — 1) и 5 ( 3 ,  4, 10). Найти уравне
ние плоскости, проходящей через точку В  и перпендикулярной к от
резку А В .

8. Определить отрезки, отсекаемые плоскостью 2х— у  +  8z—4 =  0 на 
осях координат.

* 9. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку (5, — 7, 4) 
и отсекающей на осях координат рапные положительные отрезки.

10. Указать особенности в расположении следующих плоскостейі

а) 2х — Зу +  2 = 0 ;  Ь) Зх — 2 =  0; с) 4 у — 7z =  0.

11 .  Найти уравнение плоскости:
а) параллельной оси Оу и проходящей через точки (1, —5, 1) и

(3, 2, - 2 ) ;
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b) проходящей через ось Ох  и через точку (4 ,— 3, — 1);
c) параллельной плоскости xOz  и проходящей через точку (3, 2, — 71. 

1 12. Найти уравнение плоскости, проходящей через три точкиі
а) (7, 6, 7), (5, 10, 5), (— 1, 8, 9); Ь) (2, 4, 8), (— 3, 1, 5), (6, — 2, 7).

,  18 .  Найти угол между плоскостями:

а) х  +  у — 11 =  0, Зх +  8 =  0, Ь) у  — ]/"^х — 7 =  0, у =  0)
С) 2х — Зу +  6z — 12 = 0 ,  х  +  2у +  2z — 7 =  0,

• 14 .  Дана плоскость

Зх — 7y +  5 z — 12 =  0;

Найти уравнение плоскости, параллельной данной и проходящей через 
точку а) (0, 0, 0); Ь) (4, — 7, 1); с) (8, 0, 3); d) (3, 0, 0).

"'■'15. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки ( 5 ,— 4 ,3 )  
и (— 2, 1, 8) и перпендикулярной к] плоскости: а) хОу; b) yOz\ с) xOz.

1 1 6 . Найти уравнение плоскости, проходящей через точки (8, — 3, 1), 
(4, 7, 2) и перпендикулярной к плоскости Зх +  5у — 7z — 21 =  0.

<17 . Найти уравнение плоскости, проходящей череэ начало коорди
нат и перпендикулярной к плоскостям

х — y +  z — 7 =  0, Зх +  2 у — 12z +  5 =  0;

• 18 . Найти точку пересечения плоскостей:

(  5х +  З у — 112 +  72 =  0; 
4х — 5у +  7z +  2 6 = 0 ,  
6 х + 1 1 у  — 3z +  6 6 = 0 j

(  Зх +  4у — 3z +  3 7 = 0 ,
■*" а) I 6х — 7y +  2z — 95 =  0, Ь)

 ̂ 5х +  2у — 8z +  53 =  0,

!
7х  — 5у — 3 1 = 0 ,
4 х - f l lz - f -4 3  =  0 ,

2 х +  Зу +  4с +  20 =  0;

I 19 . Определить расстояние от точки (1, 2, 1) до плоскости 

* +  2у +  2z — 10 =  0.

20. Найти на оси Оу точку, равноудалённую от плоскостей

2x +  3y +  6z — 6 =  0, 8х +  9у — 72z +  73 = 0 .

2 1 . Найти уравнения плоскостей, проходящих через ось Ох и от- 
стоящих на расстоянии 8 единиц длины от точки (5, 4, 13).

2 2 .  Найти уравнения плоскостей, параллельных плоскости

20х — 4у — 5z +  7 =  0 
•  * 

и отстоящих от неё на расстоянии 6 единиц длины.
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23. Найти расстояние между параллельными плоскостями 

3® -I- 2у  — 6z — 35 =  0j 3® +  ‘l y  — 6z — 56 =  0.

24* . Найти уравнения плоскостей, делящих пополам двугранные
углы между плоскостями

3® +  2у +  6z —  35 =  О, 3 1 і — ЗОу —  70z — 237 =  0.

25 . Найти уравнения плоскостей, делящих пополам двугранные 
углы между плоскостями

ж — 2 y + 2 z  +  21 =  0, 7® +  24z — 5 0 = 0 .

26. Даны две точки А  (а, 6, с) и В [а,, 6 ,, ct ). Найти уравнен 
ние плоскости, проходящей через точку А  и перпендикулярной к от
резку А В .

27. Найти уравнение плоскости, параллельной оси Оу и проходя
щей через точки {*„ г/„ г,) и (®s, y t , г,).

28. Найти уравнение плоскости, проходящей через ось Ох и через 
точку (®,, 2j).

29. Найти уравнение плоскости, параллельной плоскости xOz  и 
проходящей через точку (х2( у г, г,). ,

30. Найти уравнение плоскости, проходящей через три точки! 
(1, 1, 1), (2, 2, 2) и (3, 3, 3).

31. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки (®,, t/,, г,), 
(®2, у 2, z,)  и перпендикулярной к плоскости хОу.

32. Найти уравнение плоскости, проходящей через начало коор
динат и перпендикулярной к плоскостям

А , х  +  В іУ +  С,® +  D, =  0, А гх  +  B ty  +  C t z +  D t  =  0.

38 . Найти точку пересечения плоскостей

* +  2/ +  2 = 0 ,  2® — 3j/ +  4 z = 0 ,  4®— l h / + 1 0 z = 0 .

84. Найти точку пересечения плоскостей

® +  у +  г — 2 =  0 , 2® — Зу +  4г — 3 =  0, 4® — l ly - f -ІО г— 5 = 0 ^

35. Найти точку пересечения плоскостей

® —  у  +  z — 1 =  0, х  +  у  —  г —  2 = 0 ,  5® +  у —  z —  7 =  0 .

36. Составить векторное уравнение плоскости д о  точке M l (rt) 
и двум направляющим векторам а и Ь, к которым плоскость параллель
на. Перейти к координатам. \

37. Составить векторное уравнение плоскости по двум точкам M x(rt ), 
M t  (г,) и направляющему параллельному вектору а. Перейти к коор
динатам.
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Г Л А В А  I V

ПРЯМ АЯ Л И Н И Я

§ 1. Уравнения прямой линии.. Положение прямой линии 
в пространстве будет вполне определено, если зададим на пр'ЛП— 
мой определённую точку М л при помощи ее радиуса-вектора г„ 
и вектор 8 .  к о т о р о м у  п р я м а я  параллельна (черт. 104). П ере
менной точке М  прямой линии соответствует её радиус-яектор
ОМ  = г ,  и из черт. 104 мы получаем?- *

О А І - О М .  +  ЛСМ. (1)

Заметив, что вектор М пМ  параллелен вектору s, мы его выра- 
8им таким ** образом:

M ? M = s t ,
,  Я-ЫЯеЖі*- ;

где числовой множитель I может принимать любые значения 
в зависимости от положения точки М  на прямой. Следовательно, 
равенство (1 ) можно переписать так:

( 2)

причём t играет роль переменного параметра. Уравнение (2 ) 
назовём векторным уравнением прямой л и  ш т .

Ж елая ваменнть уравнение (2) рав
носильными ему координатными урав
нениями, обозначим декартовы коорди
наты точки М Л относительно системы 
с началом координат в точке О  через 
а,  6 , с (это будут проекции радиуса-век
тора гв), текущие координаты точки М  — 
через х, у,  г (проекции радиуса-вектора
г„), и, наконец, проекции вектора §—через /л, л , р .  Тогда, на? 
писав уравнение (2 ) в проекциях, получим:

х =  « +  лц, y  =  b - \-n t , z =  c - f /? t .  _____ (3)

Когда параметр і изменяется, точка о координатами х , у , z, 
определяемыми из уравнений (3), движется по данной прямой. 
У равнения (3) называют гштмртпичг.гкими уравнениями пря
мой ли н и и . Т ак  как  т , п , р —проекции вектора 8, которому 
прям ая параллельна, то числа т , л , р характеризую т напра-
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вление прямой линии в пространстве и их принято называть 
угловыми коэффициентами этой прямой.

Последнее наименование может быть оправдано, если заме
тим, что при единичном векторе s =  s° коэффициенты т , п , р 
становятся косинусами углов а, [3, у, образованных положи
тельными направлениями осей координат Ох, Оу, Oz с данной 
прямой (с направлением вектора s ° ) .В этом случае уравнения 
(2 ) и (3) примут вид:

r  =  r 0 +  s°«, (2 ')

ж =  a - f  cos а •£, у  =  b -f- cos 1, z =  с -}-cos у • t ,  (3 ')

причём в этом случае параметр t имеет простое геометрическое 
значение: t обозначает расстояние переменной точки М  от точки
М 0 (й, Ъ, с), взятое со знаком +  или — в зависимости от того,

—>
. будет ли направление вектора М пМ  одинаково или противопо
ложно направлению вектора s° (М аМ  =  s0t).

Посмотрим, возможно ли определить cos a, cos [3, cos у, 
8ная т,  п , р.  Очевидно, имеем:

где s обозначает длину-вектора s. Переписав последнее равен
ство в проекциях, получим:

т  =  cos а ■ s,  п =  cos р - гг, р  =  cos у • s, (4)

т. е. т,  п,  р  пропорциональны направляющим косинусам пря
мой линии, причём множителем пропорциональности служит 
длина s =  ]/~ т 2-\-п2 р2 вектора s{m,ra,/>}.

Таким образом, из равенств (4) находим:

т  тзоз а  =  —  =  -
s У  /и3 -j- да +  p3 ’

о n n
COS p =  — =  -

s If  m* +  n2 +  p2 ’

COS у  =  —* Я У  Art3 -f rt3 -p p3

(4')

Следовательно, направление прямой в пространстве опреде
ляется отношениями т:  п:  р  её угловых коэффициентов, чго 
даёт возможность считать длину вектора s{w , п,  р)  произ
вольной.

Вместо параметрических уравнений (3) и (3 ') обычно 
изображают прямую линию посредством системы двух уравнет

2 4 2

ний первой степени между текущими координатами. Эти урав
нения получаются немедленно из уравнений (3) или (3 ') путем 
исключения параметра t .  Т ак , из уравнений (3) находим:

П
ИЛИ

х — а у — h  з — с
т  п р (5)

У равнения (5) назовём нормальными у  равнениями поямой линии .
В частности, при т =  cos я, п =  cos J3, р =  cosy уравнения (5) 

будут:
х — а у  — Ь ъ — с
COS a COS (J COS If ’

Система двух уравнений (5) представляет нашу прямую ли
нию как  пересечение двух плоскостей, определяемых уравне
ниями

х  — a z — с у  — Ъ г — с
т  Ь ’  п  р

З а м е ч а н и е .  Можно вывести уравнения прямой линии, 
не прибегая к векторам. Возьмём на прямой линии определён
ную точку Л/, (а, Ь, с) и перемен
ную точку М  (х , у ,  z). Обозначим 
через а, |3, у углы данной прямой 
(определённым образом выбран
ного направления этой прямой) с 
положительными направлениями 
осей координат Ох, Оу, Oz, а че
рез р — расстояние М  пМ , взятое 
со знаком или — в зависимости 
от того, будет ли направление Уотрезка M tM  одинаково или про
тивоположно выбранному напра- Черт. 105.
влению на прямой.

Проекции отрезка M e\ f  на оси координат Ох, Оу и Oz 
(черт. 105) суть соответственно: х  — а, у — b, z — с. По формуле 
проекции отрезка (ч. I , гл . I ,  § 7) имеем:

х  — а — р cos а, у  — b =  р cos z — с =  р соз у.

Исключая р из трёх последних уравнений, запишем уравнения 
прямой линии в виде

х  — а у  — b z — о
COS a COS Р со з  у (5 ')
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Умножая знаменатели отношений (5 ') на одно и то же произ
вольное число, представим уравнения прямой линии в виде

Сх  — а   У Ъ  z - с \  .
т  и  р  ' J  *  (  '

где т , п и р  суть количества, пропорциональные косинусам 
углов прямой линии с осями координат, т. е.

т : п :  р =  cos а : cos р : eos у.

Эти уравнения (5) называют нормальными уравнениями, прямой
ли ни и . ' ч——  -------------------- - ------------------- -

г Посмотрим, как определить cos a, cosp, cosy, зная т, п, р. 
По сказанному имеем: /и =  Хсова, и =  Хсо»р, р = \  cosy, где 
X есть фактор пропорциональности. Возводя последние равен
ства в квадрат и склады вая, получим:

т* -\- п г +  р 2 =  X2 (cos* а cos2 Р -ф- cos2 у).

Т ак как  cos2a - f c o s 2p-£ co s2y =  1 (ч. I I ,  гл. I ,  § 3), то

/И2 тф 712 ф- /?2 =  X2
и

X = ± / m * - f r n 2 +  p*,

cos a =  ±  -  т =  , cos р =  ±   "__= —  ,
у  т 2 +  л* +  р2 іЛ/п2 +  л2 +  р ;

c o s y =  ф  .. р — . (4 ' )
• /п2 +  л2 +  />2

В формулах (4 ') можно брать знак -)- или —, соответственно
двум направлениям прямой.

Числа т , п, р  называются угловыми коэффициентами прямой 
линии  и их отношения т : п : р  определяют её направление 
в пространстве.

§ 2 . Уравнения прямой линии в проекциях. Записав нор- 
ма.іьные уравнения (5) прямой линии в виде

выразим из них х а  у  через z. Тогда получим:

х  =  М 2 +  х 9 ,  y  =  N z  +  y 0 ,  ч (6 )
где положено

т  cos a л cos В тс , псМ  =  — = ------- , ѵѴ =  — = — - :  л ѣ — а    , у о =  Ь  .р c o s t  1 р cos у ’ • р ’ »« р

Уравнения прямой линии (6 ) являю тся частным случаем урав
нений (5). В самом деле, полагая в уравнениях (5) с =  0 и р =  1, 
получим уравнения (6 ), где М  = т , N  — п , х 0 =  a, y t =  Ь. У рав
нения (5) можно привести к виду (6 ), если cosy Ф 0 , т. е. у Ф  ^ ,
иными словами к виду (6 ) можно привести уравнения всякой 
прямой линии, не параллельной плоскости координат хОу.

Чтобы фактически выполнить такое приведение, поступают 
следующим образом. Допустим, что прямая линия, 'рассматри
ваемая как линия пересечения двух плоскостей, изображается 

^системой двух уравнений первой степени:

Ax +  B y  +  Cz +  D =  0, A 'x - \ -B 'y  +  C 'z +  D ’ =  0. (7)

Очевидно, системе вида (7) соответствует прямая линия, если 
плоскости, определяемые двумя уравнениями (7), не параллель
ны. Реш ая систему (7) относительно х  и у ,  получим равносиль
ную ей систему вида (6 ). Такое изображение прямой линии 
возможно, если уравнения (7) можно разрешить относительно 
х  и у .  В противном случае х  \\ у  исключаются из системы (7), 
и мы получаем уравнение вида z = c ,  т. е. данная прямая 
линия лежит в плоскости, параллельной плоскости координат 
хОу. Это обстоятельство вполне согласуется с замечанием, сде
ланным выше.

Каждое из уравнений (6 ) в отдельности изображает плос
кость, одна из них параллельна оси Оу, а д р у гая—оси Ох. Таким 
обраэом, представляя прямую линию уравнениями вида (6 ), 
мы рассматриваем её как  пересечение двух плоскостей, проекти
рующих эту прямую на плоскости координат хОг и yOz. Следо
вательно, первое из уравнений (6 ), рассматриваемое в плоско
сти xO z, изображает проекцию данной прямой линии на эту 
плоскость; точно так же второе из уравнений (6 ), рассматри
ваемое в плоскость yO z, изображает проекцию данной прямой 
линии на плоскости yOz. Итак, можно сказать, что дать урав
нения прямой линии в виде (6 )—это значит дать её проекции 
на плоскости координат xOz и уОъ.



Отсюда следует геометрический смысл постоянных М  и N: М 
представляет собой угловой коэффициент проекции данной п р я
мой на плоскость координат xOz (тангенс угла этой проекции 
с осью Oz),  а N  есть угловой коэффициент проекции данной 
прямой на плоскость координат yOz (тангенс угла этой проек
ции с осью Oz).  Таким образом, числа М  и N  определяют напра
вления проекций данной прямой линии на две плоскости 
координат, а значит, они характеризую т и направление самой 
данной прямой. Поэтому числа М  и N  называют угловыми 
коэффициентами данной прямой.

Чтобы выяснить геометрический смысл постоянных x t и у0, 
положим в уравнениях (6 ) прямой линии z =  0 ; тогда получим: 
х ~ х йі У =  Уо> т> е* точка {х0, у 0, 0) лежит на данной прямой. 
Очевидно, эта точка есть точка пересечения данной прямой 
с плоскостью хОу. Итак, х 0 и у 0 суть координаты следа данной 
прямой линии на плоскости координат хОу.

П р и м е р  1. Даны уравнения прямой: ж =  2, ж +  у — z +  1 =  0. 
Привести эти уравнения к виду (6).

Искомые уравнения будут: ж =  2, y = z — 3. .
П р и м е р  2. Определить углы, образуемые с осями координат 

прямою ж = о ,  у — Ь.
Уравнения данной прямой линии в нормальном виде будут!

ж — а у  — Ь z — О
0 =  0 =  І ’

<<
так как ж =  0 - z  +  a, у =  0 ■ z +  b. Следовательно, имеем: то =  0, л =  0, 
р — 1. Отсюда находим:

1
cos 1 =  0, c o s |} = 0 ,  cos у =  =  1.

V  1
Итак, а =  р = у ;  у =  0.

§ 3. Угол между двумя прямыми лилиями. Пусть уравне
ния двух прямых линий суть:

х — а у  — Ъ z  — с 
т  п р

У — Ъ' • с/

Направляющие косинусы этих прямых будут:

cos а =
У  т г +  л3 +  р г

COS Р =
Y  иіг +  л2 +  р'1

сова

cos у = 

то'
У  т'» +  л '2 +  р'*

У  то2 +  л3 -)- р % ’

COS Р' =
У  то' 2 -1- л' 2 +  р '3 ’

(4")

Обозначая через <р искомый угол, найдём (ч. I I ,  гл. I ,  § 3):

cos <р — cos a cos а ' -}- cos р cos Р' -f- cos у cos у ',
или

ТОТО' +  ЛЛ'+рр' ,олcos — —— ——и г  (8)
У т г +  л3 +  р3 У  то'3 +  At'3 +  р'*

• З а м е ч а н и е .  Формула (8) сразу"вытекает из § 10 гл . II 
[формула (15')], если заметить, что 9  есть угол между векторами 
\т , п , р) и { т ’} п ’, р ' } ,  определяющими направления данных 
прямых.

П р и м е р .  Определить угол между прямыми 

х  — а, у  =  Ь и ж =  с, z =  d.

Для первой прямой угловые коэффициенты будут: т о =  0, л =  О, 
р = 1 .  Угловые коэффициенты второй прямой суть: т '  — 0, л ' =  1, р ' =  0. 
Следовательно:

0 0 + 1 . 0 + 1 - 0  „  л
CoS 77= у ----= 0 ,  или і р = — .. У \ ■ У \ 2

§ 4. Условия параллельности  и перпендикулярности двух 
прямых. В случае перпендикулярности прямых cosij> =  0, и из 
формулы (8 ) получаем искомое условие:

т т ' -{- nn’.Jr  р р ' =  0 (условие перпендикулярности). (9)

З а м е ч а н и е .  Это условие получится сразу, если заметим, 
что скалярное произведение векторов {т, п , р] и {/« ', п ' , р '} 
доли;по быть равно нулю.

Т ак как направление прямой определяется отношениями 
т : п: р , то условие параллельности двух прямых будет:

’словие параллельност и). (10)

З а д а ч а  I.  Составить уравнения прямой ли н и и , проходя
щей через данную точку (а,  Ь, с) параллельно прямой

х  — а ' у — b'  z — с'
то а» р

Пусть уравнения искомой прямой будут: 

ж — а _ ^ у  — Ь z — с
(5')М  N  Р  '
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Т ак  как эта прямая параллельна данной прямой, то должно 
выполняться условие их параллельности:

А1 _  Л _  р  
т  п р  '

откуда можно взять M  =  m ,N  =  n , P  — р. Следовательно, урав
нения искомой прямой суть:

*  — а у  — b z — с--------   =  — — і

З а д а ч а  II.  Составить уравнение геометрического места 
всех прямых, проходящих через точку (а,  Ь, с) перпендикулярно  
прямой линии

х  — а '  ѵ — Ь' г — с '

Уравнение любой прямой, проходящей через данную точку j 
будет:

х  — а у — Ь _  г — й 
~ л Г ~  7ѵ Р  *

Условие перпендикулярности данной прямой с искомыми 
будет:

М т  N n  ф  lJp =  0.

Т ак как М , N  и Р пропорциональны соответственно х — а! 
у  — Ь и z — с, то уравнение искомого геометрического места 
будет:

т (х — a) - b n ( y  — b ) - b p ( z  — c)*=*Q.

Очевидно, это есть плоскость, проходящая через точку (а, Ь, с) 
перпендикулярно данной прямой линии.

З а м е ч а н и е .  Рассмотренную задачу можно решить так
же с помощью векторов следующим образом. Пусть г ,—радиус- 
вектор данной точки (а, Ь, с), s —направляющий вектор данной 
прямой и г —радиус-вектор произвольной точки искомого гео
метрического места. Т ак  как векторы г — г, и s перпендику
лярны, то имеем:

(г — г„) s =  0.

Это есть векторное уравнение плоскости, проходящей через 
точку г ,(а , 6 , с) перпендикулярно вектору s (гп, п , р), Гіред-
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с т а в л я я  его  в  к о о р д и н а т а х ,  п о л у ч и м :

т (х  — a )  - f  п ( у  —  Ь) +  р  (z — с) =  0.

§ 5. Уравнения прямой, проходящей через две данные 
т о ч к и .  П у с т ь  к о о р д и н а т ы  д а н н ы х  т о ч е к  с у т ь  х „  у х, z, и х а„ 
у 2, г , .  О б щ и е  у р а в н е н и я  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  т о ч к у  

(*і> У». *г). б у д у т :
Х— Х,  _  у — у,  __ Z — Z,

т  п р

П о  у с л о в и ю  п р я м а я  д о л ж н а  п р о й т и  ч е р е з  т о ч к у  ( х а, у 2, z a), 
т .  е .

х ,  —  х ,  _  Уг — у ,  _  Z, —  г ,  
т а р

П о д с т а в л я я  в п р е д ы д у щ и е  у р а в н е н и я  в м е с то  т , п , р  в е л и ч и н ы  
х % ~ х і і  У а — У и г а — 2 і> и м  п р о п о р ц и о н а л ь н ы е , п о л у ч и м  и с к о 
м ы е  у р а в н е н и я : _________________________

=  (11)
Ч * «  — *і Уг — Уі *» — *і J

П р и и е р. Составить уравнения ирямой линии, проходпшей через 
наняло координат и точку (1, 1, 1).

ідѳсь ®l =  y l = s ,  =  0; ®1 =  у1 =  г ,=  1. Следовательно, иользуясь 
уравнениями (11), получим искомые уравнепияі

® =  у =  г.

З а м е ч а н и е .  О б о зн а ч и м  ч е р е з  г, и г* р а д и у с ы -в е к т о р ы  
д в у х  д а н н ы х  т о ч е к  {Хх, у х, z j  и ( х 2, у г , г , )  и н а п и ш е м  в  в е к т о р 
н ом  в и д е  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  эти  т о ч к и . 
О ч е в и д н о , и с к о м а я  п р я м а я  д о л ж н а  п р о х о д и т ь  ч е р е з  т о ч к у  
г , п а р а л л е л ь н о  в е к т о р у  га — г,, а п о т о м у  (см . § 1) её  у р а в н е 
н и е  б у д ет :

г =  г, +  ( г , - г І) t .

П е р е х о д я  к  к о о р д и н а т а м , з а м е н и м  п о с л е д н е е  у р а в н е н и е  т р е м я  
с л ед у ю щ и м и :

х =  х, +  (х, — x , ) t ,  y  =  y 1-{r{yt — y l) t ,  z =  z , ^ ( z ,  — z ,) t ,

о т к у д а ,  и с к л ю ч а я  п а р а м е т р  t , п о л у ч и м  у р а в н е н и я  (1 1 ) .
3 I». У г о л  между прямой и плоскостью. Пусть уравнения 

п р и м о й  л и н и и  с у т ь :



а уравнение плоскости: .

А х  +  B)j +  C z +  Л =  0.

Искомый угол 9  является дополнительным углом до 90° для
угла, образованного прямой с перпен
дикуляром к плоскости (черт. 106). 
Т ак  как  угловые коэффициенты пер
пендикуляра к плоскости суть А,  В,  С,  
а угловые коэффициенты данной п ря
мой т,  п и р,  то

s i n  «р =

_   4/л +  В/1 +  С/. _
Ч‘Т Т- |06- ~ У  А* +  В* + ~С* • У  т 2 +  и3 +  />3 '

§ 7. У словия параллельности и перпендикулярности пря
мой и плоскости- В случае параллельности прямой линии

х  — а  у  — Ъ  z — с
Р

и плоскости
А х  C's +  D  =ТТ

угол между ними равен нулю, следовательно/ s i n  <р =  би\ф ор- 
мула (1 2 ) даёт искомое условие:

Ат  - f  В п  +  Ср  =  0 (условие параллельност и). (13)

З а м е ч а н и е .  Это условие получится сразу, если заметим, 
что векторы {А , В , С } и {т, п , р) перпендикулярны, и, значит, 
их скалярное произведение равно нулю.

Условие перпендикулярности прямой и плоскости совпа
дает с условием параллельности этой прямой и перпенди
ку л яр а  к плоскости, т. е. будет:

( ^ j=  ?- =  условие перпендикулярности). (14)

З а д а ч  a L  составить уравнение плоскости, проходящей 
через точку (а, Ь, с) перпендикулярно прямой

х  — а '  у — Ь '  z — с '
т п р

У равнение любой плоскости, проходящей через точку 
(в, Ь, с), имеет вид

А (х — a) -J- В  (у — Ь) 4 - С (z — с) =  0.
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Условие перпендикулярности этой плоскости и данноь.
мои нам даёт:

А  _  JL — -
т о  п р  ’

поэтому можно взять А — т , В  =  л , С =  р. Подставляя эти зна
чения А , В  и С в уравнение плоскости, получим:

т  (х  — а) +  п (у — b) +  р (z — с) == 0 .

З а м е ч а н и е .  Из геометрических соображений легко сра
зу написать уравнение искомой плоскости в векторной форме. 
Действительно, обозначив через г, {а, Ь, с} радиус-вектор дан
ной точки, мы усматриваем, что вектор г — г,, как  лежащий 
в искомой плоскости, должен быть перпендикулярен к вектору 
s {т, п , р }. Условие перпендикулярности векторов г — гг
и 8 будет искомым уравнением плоскости:

•
(г —Г,)8 =  0.

В ы раж ая его в координатах, получим:

т (х  — a) - f  п (у  — Ь) р  (г — с) =  0 .

З а д а ч а  I I .  Составить уравнение геометрического места 
всех прямых, проходящих через точку (а, Ь, с) параллельно пло
скости

A x +  B y  +  Cz +  D =  0.

У равнения любой прямой, проходящей через точку (а, 6 , с),
суть:

х  — а  у — b z — с
т  п  р

Условие параллельности искомых прямых и данной плоскости 
выразится равенством

Ат  -\-В п -\-С р  =  0.

Зам еняя в последнем условии т , п и р  величинами х  — в, 
у  — 6 и z — с, им пропорциональными, получаем:

А ( х  — а) +  В  (y — b) +  C (z  — c) =  0.

Очевидно, это есть уравнение плоскости, проходящей через 
точку (а, 6 , с) параллельно данной плоскости.
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З а м е ч а н и е .  Уравнение любой прямой, проходящей 
через точку г, (а, Ь, с), будет:

Г =  Г, +  8<,

где s есть тот вектор, которому прямая параллельна. Т ак  как 
искомая прямая должна быть перпендикулярна к вектору 
п (Л , В , С), то должно иметь место

1)8 =  0 .

У множая уравнение прямой на вектор п, получим: 

rn =  r ln +  n si, или (г — г ,)п  =  0 ,

так как  ns =  0 . Уравнение (г — r t ) п =  0 изображает плоскость, 
проходящую через точку г, перпендикулярно вектору п. Пере
водя его в координатную форму, будем иметь:

А (х — а) +  В  (у  — Ь) +  С (г — с) =  0.

§ 8 . Общее уравнение плоскостей, проходящ их через дан
ную прямую . Пусть уравнения данной прямой суть:

А х  -{- B y  -{- Cz -j- D — 0, А^х Т- В  Ly  C^z Т* В 1 — 0.

Составим уравнение первой степени:

A x  +  B tj +  Cz +  D +  l i A ^  +  B ^  +  C ^  +  />,) =  0, (15)-

которое при любом значении постоянного X изображает пло
скость. Если точка лежит на данной прямой линии, то её коор
динаты одновременно удовлетворяют обоим уравнениям этой 
прямой и, следовательно, уравнению (15) при любом значении X. 
Таким образом, уравнение (15) изображает плоскости, проходя
щие через данную прямую. Обратно, всякая такая  плоскость 
определяется одной точкой М  (ж,, у ,, z ,), лежащей вне дан
ной прямой линии; значение постоянного X, соответствующее 
этой плоскости, определится из условия:

A x t -|- В у і  +  Cz l +  В  X (A 1x l -f- B ly 1 -f- Clz l -f- Z),) =  0.

Уравнение (15) представляет пучок плоскостей, проходящих че
рез данную прямую.

П р и м е р .  Составить уравнение плоскости, проходящей через пря
мую х + у—z=0, х—у 1 = 0
и точку I*. 1. - 1 ) .

2*3

х  +  у —  z + А  ( х— у  +  z 1) = 0 .

Условие прохождении этой плоскости через точку (1, 1, — 1) даётц

3
3 +  А (—2) =  0, откуда Л =  — .

Подставляя это значение Я в уравнение плоскости, получим!

3
х  +  у — z +  у  ( х —  у  +  z— 1) =  0,

ИЛИ
Ъ х— у  +  z — 3 =  0 .

З а м е ч а н и е .  Запишем уравнения двух данных плоско
стей в векторной форме:

гн +  /) =  0 , 0 ,

где п { 4 , В , С} и N{.4,, В 1,С 1) суть векторы, перпендикулярные 
к этим плоскостям. Помножив второе уравнение на произволь
ный скаляр X, сложим его с первым уравнением. Полученное 
уравнение

r (n  +  XN) +  Z) +  X£, =  0, (15')

очевидно, при любом значении постоянного X изображает пло
скость. Если точка г лежит на пересечении двух данных плоско
стей, то её радиус-вектор г одновременно удовлетворяет обоим 
данным уравнениям и, следовательно, вновь образованному 
уравнению при любом значении X. Таким образом, уравнение 
(15 ') изображает плоскости, проходящие через прямую пересе
чения двух данных плоскостей. Обратно, всякая такая плоскость 
определяется одной точкой М  (г,), лежащей вне данной прямой 
линии, и значение постоянного X, соответствующее этой пло
скости, определится из условия

r 1(n +  XN) +  Z)-)-XZ) 1 =  0,
откуда

т,   гіД А Д
r ,N  +  D , •

Переходя к координатам, получим уравнения двух данных 
плоскостей в виде

A x ± B y - b C z  +  D = 0, A tx +  +  C4z =  0,
И )

(\*ф*Чз г

Уравнение любой плоскости, проходящей через данную  прям,
имеет вид

I ^  +  л



(А  +  \ А Х) х  +  ( В  +  \ В Х) у  (С +  \ С Х) z + 1) +  \ D X =  О,

что совпадает с уравнением (15).
§ 9. Пересечение прямом с плоскостью . Пусть даны урав

нения прямой линии:
х а  У Ь _  z - с .  /1 /> ѵ

=  = - 7  ’ ( 16)

а уравнение плоскости:

4 x  +  B y  +  Cz +  D  =  0.  (17)

Координаты точки пересечения прямой линии (16) с плоскостью 
(17) должны одновременно удовлетворять уравнениям (16) и (17), 
а потому д ля  их определения нужно совместно решить эти у р ав 
нения, считая х, у ,  z за неизвестные.

П риравнивая каж дое из равных отношений уравнений (16) 
вспомогательному неизвестному t, получаем четыре уравнения 
первой степени с четырьмя неизвестными х, у ,  z и I:

Ч г * * * '  Zj=̂  =  t ' A x  +  B y  +  Cz +  D =  0.

Из первых трёх уравнений находим соответственно:

х =  а -p m l, y  =  b - \-n t ,  z =  c - \rp t. (18)

П одставляя эти значения х, у  и г в четвёртое уравнение, полу
чаем:

А (а-\т m t)  ̂  В  (Ь n t) +  С (с-\- p i ) D  =  0
или

Аа -р Bb -р Сс -р D +  t (Am -р Bn -P Cp) =  0,

а у р а в н е н и е  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  п у ч к а  п л о с к о с т е й  в ви де

откуда находим:
A a  -f- Bb  -f- Cc ■+■ D  ̂ (19)

A m  -{■ B n + C p

Внося найденное значение l в формулы (18), получим коорди
наты искомой точки пересечения прямой линии (16) плоскостью 
(17). Если

А т  +  В п  +  С р ф О ,  

то <, вычисленное по формуле (19), имеет определённое конечное 
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эначение; следовательно, в этом случае п рям ая пересекает 
плоскость в одной точке. В случае

Am  -р В п  -р Ср  =  0, Аа  -f- B b  -р Сс -р D  0

п рям ая параллельна плоскости (в силу первого равенства), а 
точка (а , 6 , с), через которую п рям ая проходит, леж ит вне 
плоскости, следовательно, п рям ая не имеет ни одной общей 
точки с плоскостью . Н аконец, если

Ат-{- В п -\-С р  =  0, А а  -р Bb -\-C c-\-D  =  0,

то прям ая параллельна данной плоскости (в силу первого 
равенства) и проходит через точку (а, Ь, с), лежащую  в этой 
плоскости (в силу второго равенства); следовательно, прям ая 
вся лежит в плоскости.

З а м е ч а н и е .  О бозначая через г, (а, 6 , с) радиус-вектор 
данной точки на прямой линии и через 8 (т , и , р) вектор, кото
рому данная п рям ая параллельна, запишем уравнение данной 
прямой в векторной форме:

Г =  Г , +  St.

Обозначив через п { Л , В , С) вектор, перпендикулярный к дан
ной плоскости, запишем её уравнение в векторном виде:

гп +  D  =  0.

Радиус-вектор точки пересечения прямой линии о плоскостью 
должен одновременно удовлетворять уравнениям

г =  г1т)-8<, rn +  D  =  0,

а потому для его определения нужно совместно решить эти 
уравнения, считая г неизвестным. Это неизвестное мы опре
делим, если найдём соответствующее ему значение пара
метра 1 .

Внося г из первого уравнения во второе, получим:

(г, -р st) и +  D  =  0, или г,п  -р I sn -р D  =  0, 

откуда находим:
I _  гіп + D 

яп *

Внося найденное значение t в уравнение

* = 1 5  +  81,
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i1 получим радиус-вектор искомой точки пересечения прямой о 
плоскостью. Переходя к координатам, получим из уравнений

r  =  r ,4 - s l ,  r n - f / )  =  0

уравнения (16) и (17) в координатной форме, а из формулы 
для t — её выражение (19). Если

si! Ф  О,

то данная прямая не будет перпендикулярной вектору п, т. е. 
она не будет параллельна данной плоскости. В этом случае пря
мая линия пересекается с плоскостью в одной точке. Если

8П =  0 и г,п 4* /> Ф  О,

то прямая будет перпендикулярна вектору п, т. е. она будет 
параллельна данной плоскости, причём её точка г, не лежит 
в данной плоскости. В это.\| случае прямая параллельна данной 
плоскости и расположена вне этой плоскости. Наконец, если

8П =  0 и г,и  +  D  =  О,

то прямая параллельна данной плоскости и имеет с ней общую 
точку г ,.  В этом случае прямая лежит в данной плоскости.

§ 10. Условие, при котором две прямые леж ат в одной 
плоскости. Д ве прямые в пространстве, вообще говоря, не ле
жат в одной плоскости. Посмотрим, при каком условии две 
прямые

х  — а __ у  — Ь  г — о х  — а ' __ у — Ь '___z — с'
т и р  • т '  п ' р '

лежат в одной плоскости. Пусть уравнение плоскости, в которой 
лежат обе данные прямые, будет:

A x + B y  +  Cz +  D =  Q. (20)

У словия, при которых первая прямая находится в плоскости
(20), согласно предыдущему (§ 9), имеют вид

Ат +  Вп +  С р = 0 , Аа +  ВЬ + C c +  D =  0. (21)

Аналогично, условия прохождения плоскости (20) через вторую 
данную прямую суть:

А т 'ф В я 'ф С р '  =  0, А а 'ф В Ь ' +  Сс' +  В ^ О .  (2 1 ')
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Остаётся исключить неизвестные А, В , С, D  из уравнений (21) 
и (21 '), чтобы найти требуемое условие. Вычитая друг из друга 
вторые равенства (21) и (2 1 ') , исключим D:

А { а - а ' )  +  В { Ь - Ь ’) +  С { с - с ' )  =  0. (22)

Из первых равенств (21) и (21 ') находим отношения А :  В :  С.  
В самом деле, разделив эти уравнения на С, определяем неизг
вестные ц  и ^  из полученных соотношении:

+  п - ^ р  =  0 , ^ - m '4- ^ - n ' +  р ’ = 0*
ч •

Таким образом, находим:

А    пр'  — п 'р  В   р т '  — р 'т
С т п ' — т 'п  ’ С т п ' — т 'п  *

ИЛИ

А : В  : С =  {пр’ — п ’р) : {рт' — р 'т )  : {тп' — т 'п),

откуда следует, что

А =  {пр' — п ’р)1,  В  =  (рт ’ — р ’т) I, С =  {тп' — т 'п) I,

где і есть произвольный фактор пропорциональности. Внося 
полученные значения А , В  н С в равенство (22), по сокращении
его на I найдём:

{пр’ — п ’р) {а — а') 4- {рт' — р 'т ) {Ь — Ь’) 4>
4-{т п ' — т 'п ) {с — с ')  =  0. (23)

Это и есть условие, при котором две данные прямые леж ат в од
ной. плоскости.

Условие (23) принимает более простой вид в том случае, 
когда прямые даны уравнениями

x =  M z $ - x t , y  =  N z - ^ y ,
и

X =  М2+ х ‘й, у  — N ’z 4- уо.
В этом.случае

р =  р ' =  1 , с =  с '= 0 ,  т =  М , n =  N ,  т ' =  М ' , n '= N 'i  
а =  х 0> b =  у а, а’ = х '0> Ь '^ у 'ц
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и условие (23) принимает вид

(N  — N ' ) ( x о -  х о ) + ( М '  — М ) ( у 0 — Уо) =  О,
ИЛИ • '  *

( N  — N ' )  (х 0 — х'о) =  (М  — М')(гу0 — уо), 

откуда следует:
*» — х* - М — М'  
у .— у ; ”  n - n ' *

П р и м е р 1. Составить уравнения прямой, проходящей черев точку 
(1, 1, 1) и пересекающей две данные прямые:

а:   1/   z х  — 1  у  — 2 z — 3
Т _ Т ~ Т ’ Т ~ =  і = —4— *

Уравнения искомой прямой, проходящей через точку (1, 1, 1), суть:

X — 1 у — 1 2 — 1

Условие нахождения этой прямой с первой из данных прямых в одной 
плоскости имеет вид:

(Зл — 2р) • 1 +  (р — 3/л) • 1 +  ( 2 т  —  п) • 1 =  0, или т  — 2 п +  р =  0.

Условие нахождения искомой прямой со второй из данных прямых 
в одной плоскости запишется в виде:

(4/і—р) -О +  (2р—4т )  • (— 1) +  ( т —2л) • (—2) =  0, или 2/л+ 4л—2р  =  О, 

что по сокращении на 2 даст:

m +  2л—р =  0.

Остаётся определить отношение т : п : р  из двух уравнений: 
т — 2л + р  =  0 и /л +  2л—р = 0 .  Разделив каждое из этих уравнений на р, 
находим неизвестные:

m . л 1
— = 0 ,  — =  іг>  т * е - т  '■ п : Р =  0 : 1 : 2.р  р  1

Подставляя в уравнение искомой прямой вместо т ,  л, р соответственно 
0, 1, 2, получим окончательное уравнение прямой, проходящей через
точку (1, 1, 1) и лежащей в одной плоскости с первой прямой и в одной
плоскости со второй прямой:

X — 1 у  — 1 2 — 1
“ 0 1 2 *

(58

Легко проверить, что эта прямая действительно пересекается с каждой 
из двух заданных прямых *).

П р и м е р  3. Составить уравнения прямой, проходящей через

точку (1, 1, 1), .пересекающей прямую =  ^  и иериендикуляр1

ной к прямой
х  — 1 у  — 2   z — 3

2 “  1 4 '*

Уравнения искомой прямой будут:

х — \ гУ — 1 ^  » — 1 „ 
m  л  р  ’

где отношение т  і л і р определяется иэ условийі

т —2л + р « » 0 , 2/п +  л +  4р =  0,

ив которых первое есть условие нахождения искомой прямой в одной 
плоскости с первой ив данных прямых (см. пример 1), а второе выра
жает перпендикулярность искомой прямой со второй ив данных прямых^ 
Из этих условий находим:

т  і л і р =  9 : 2 і (—5)*

Уравнения искомой прямой будут:

х — 1 у  —  1 z — 1
9 ~  2 —5

З а м е ч а н и е  1. Условие (23) может быть получено проще* 
если воспользоваться определителями (ч. I ,  гл . V I, § 6 ). Дей
ствительно, исключая А,  В  и С из уравнения (22) и первых 
уравнений (2 1 ) и (2 1 ') , как  из однородной оистемы о тремя 
неизвестными, получим:

а — а' Ь — Ь' с — с' 
т п р
т'  п‘ р'

. 0/

Это и есть искомое условие (23), записанное при помощи опре
делителя.

*) Вообще говоря, при других числовых данных, могло бы слу
читься,  что прямая, найденная указанным образом, параллельна одной 
или даже обеим из ваданных прямых. В этом случаемы заключили бы, 
что не существует прямой, проходящей черев заданную точку и пересе
кающейся с обеими прямыми.
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З а м е ч а н и е  2. Рассмотренную в этой ііар&грдфѳ задачу 
легко решить ири помощи векторов. В самом деле, пусть урав
нения прямых даны в векторной форме

Г =  Г0 -р S< И Г=*г6 +  8' і ,
«

причём г0 [а, Ь, с),  Го{а', Ъ', с '} , s{m , п,  р }, s '  [т' ,  п ' ,  р ' } .  Из 
геометрических соображений ясно, что обе прямые лежат в од
ной плоскости лишь в том случае, когда векторы г0—г', s и s ' 
компланарны. Таким образом, искомое условие будет: 

((Г0 — Г ')8 8 ' ) = 0  

(гл. I I ,  § 14). Переписав это условие в проекциях, получим

а — а ' b —  b '  с — с' 
т п р  
т'  п‘ р'

=  0 .

У пражнения

П р я м а я

1 . Указать особенности в расположении следующих прямы х1)!

а)

d)

А х  +  В у  + C z  = 0 ,  ( А х  + D  = 0 ,  Г
А хх  +  В ху  +  Cxz =  0; Ь> 1  В ху  +  D , =  0; с ' )
B y  + C z  + D  = 0, ( Ах  + C z  = 0 ,  Г3у +  2г =  0,
B 1y + C lz +  V l =  0; e) \  A 1x  +  Clz =  0\ ( б ® — 1 = 0 ;

2® -f- 3y — 7z — 5 =  0,
4® +  3 у — Iz — 5 =  0.

A x + B y + C z  + D  = 0 ,  
B <y+D x =  0;

g)

2 * . При каком эначении свободного члена D  прямая

3®—у  + 2 z— 6 =  0, х  -|-4у — z + D =  0

пересекает ось Oz?
3*. При каких значениях коэффициентов В  и D  прямая

®— 2у +  z—9 = 0 ,  3® + В у  + z  +  D =  О
лежит в плоскости хОу?

4* . Какому условию должны удовлетворять коэффициенты в урав
нениях прямой

А х  -р B y  +  Cz +  D  =  0, А хх  -р В ху  +  Cxz +  D x =  0,

1) Упражнения t, 2*, 3* и 4* заимствованы из книги О. Н .  Цубер~ 
биллер,  Задачи и упражнения по аналитической геометрии.

260

для того чтобы прямая: а) проходила через начало координат;
Ь) была параллельна оси Ох\ с) пересекала ось Оу, d) совпадала 
с осью Oz?

5 . Определить, лежат ли точки А  ( 5 , — 2 , — 3) и В  (8, 3, 1) на 
прямой

5® — Зу — 3 1 =  0, 3 ® + 4 y + 7 z + 1 4 = 0 .

6. Проверить, что, исключив из двух уравнений предыдущей 8адачш
а) координату у,  Ь) координату ®, получим в обоих случаях урав
нение плоскости, проходящей через точку А  и не проходящей через 
точку В..
К /  7* . Дана прямая

2х— З у + 4 з — 1 2 = 0 , х  +4 у— 2z— 1 0 = 0 .

Найти уравнения плоскостей, проектирующих эту прямую на коор
динатные плоскости.

8 . Дана прямая

3® +  2 у — 4z— 5 = 0 , 6®—у — 2г +  4 =  0.

Найти уравнения проекций этой прямой на координатные плосі 
кости.

9 * . Найти проекцию прямой

х  +  у — z— 1 = 0 , х — у +  г +  1 =  О

на плоскость ® +  у +  z =  0.
10. Найти проекцию прямой

2® +  3y +  4z +  5 = 0 ,  х — 6y +  3z— 7 = 0

на плоскость 2® +  2у +  z— 1 5 =  0.
11. Определить направляющие косинусы прямых!

_ ® — 2 у — 3 z — 1 х  у — 3 г — 8
а> - 4 - = Ъ і 2 = —  ; Ь) Т = - = Т = - = 2 -

12. Привести уравнения прямых

Г ® =  3z — 5, Г® =  2 г —'5, Гу =  4.
а) \ y  =  2z — 8; b) \ y  =  6 z + 7 ;  \ г  =  3® +  12

к нормальному виду.
13. Найти углы между іірямымш



14*. Определить направляющие косинусы прямой 

ж +  2 у  — z — 2 =  0, х  +  у — Зг — 7 = 0 .

15 . Найти направляющие косинусы прямой

х  +  у  — г =  0, ж — у  +  2 =  0 .

16. Найти угол между прямыми

Г2ж — 2у  —  2 +  8 =  0, Г 4 ж + у  +  Зг — 21 =  0,
\ х  +  2у —  2г + 1  =  0; \  2х +  2у —  3z + 1 5  =  0 .

17. Черев точку (2, — 3, — 8) провести прямую, параллельную а) оси
о  — 2 У —  4 * + 3Oz; b) прямой ——  =  і —^ - = —

18. Составить уравнения прямой, проходящей через точки (3, — 3. 
- 1 )  и (5, 4, 5).

19. Найти уравнения прямой, проходящей через начало координат 
и черев точку (а, Ь, о).

20. Проверить, лежат ли прямые

Г ж =  7г — 17, Гж =  4 г — 11,
а) { у  =  3г — 1; І2/ =  — Юг +  25:
, .  / 4 i  +  y +  3z =  0, ГЗж — 2у +  г +  5 =  0,-

\  2ж +  Зу +  2г — 9 =  0; \  х  — Зу — 2г — 3 =  0

в одной плоскости.
21. Найти уравнения прямой, проходящей через точку (—3, 5, —9) 

и пересекающей прямые!

Гу =  З ж + 5 , ( у  — Ьх  — 7,
\ г  =  2ж — 3; \ г  =  5ж +  10.

22 . Составить уравнения прямой, проводящей через точку (1, 2, 3); 
пересекающей ось Oz и перпендикулярной к прямой х = у =  z.

23 . Найти уравнения прямой, пересекающейся с прямыми

Г г =  3г — 1 , Г г/ =
1 2/ =  2z — 3; \ z  =

2х — 5, 
7 ж + 2

и перпендикулярной к ним обеим.
24. Провести через точку (7, 3, 5) прямую, направляющие косинусы

1 2  2которой суть Найти уравнения прямой, пересекающей

первую прямую, проходящей через точку (2, — 3, —  1) и образующей 
с осью Ох  угол в 60°.

25. Найти уравнения прямой, проходящей через точку (а, б, с) 
и пересекающей прямые

х  — а '  у  — Ь '  2 — с '  х  — а "  у  — Ь "  г — с*
т ' п ' р '  ’ ал" — и" р"  *
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26. Найти уравнения прямой, проходящей через точку (а, Ь, с), 
пересекающей ось Oz и перпендикулярной к прямой

х    у    z
т>~ ~ ^ ~ р "

27. Найти уравнения прямой, пересекающейся с прямыми

( x  — tnz +  a, J  x  — m 'z  +  a ' ,
\ y  =  nz + b ,  \ y  =  n 'z  +  b'

и перпендикулярной к ним обеим.
і

П л о с к о с т ь  и п р.я м а я

28. Найти координаты точки пересечения прямой

х  + 2 у  — 2  2 +  1
—  —  1 ~  2

и плоскости 2 x + 3 y + 3 z — 8 = 0 .
Д9) Найти координаты точки пересечения прямой

( у  =  - 2х  +  9,
\  z =  9ж — 43

и плоскости Зж— 4j/ +  7z— 3 3 = 0 .
30. Найти угол между прямой

Зж — 2у =  24, Зж— 2 =  — 4

и плоскостью 6ж + 15у— 1 0 z + 3 l= 0 .
Й і )  Найти уравнения перпендикуляра, опущенного из точки (1, 2, 3) 

на плоскость:

а) 4ж — by —  8г +  21 =  0; Ь) Зж'+11у =  0; с) z =  8.

32. Через точку (3, — 2, — 1) провести плоскость, перпендикуляр* 
ную к прямой

ж — 1 _  у  _ 2  +  1 
4 , - 1  3 *

33. Найти кратчайшее расстояние от точки .4 (1 , 2, 3) до прямой

х  +  у  — 2 = 1 ,  2ж +  г =  3.

34* . Найти кратчайшее расстояние между двумя прямыми 

х  +  у  — 2 = 1 ,  2ж +  г = 3  и x — y  — z — 1.
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СJiV. Каково должно быть значение коэффициента р ,  чтобы  
прямая

х — 1 _ у + 3  z — 2
1 ~  —  8 —  р

была параллельна плоскости Злт—4 у 4 -7 г —3 3 = 0 ?
36. Найти уравнение плоскости, проходящей черц,з точку (— 1,

— 2, 3) и параллельной прямым

х  — 2 у  г — 5 х  у  +  2 г — 3
3 ~ —4 — 6 ’ 1 ~  2 — — 8 *

37. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку (2,
—  3, 1) и через прямую

х  — 1 і/4 -3  z
5 1 2

8} Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 

х -f-y =  0, х  — у +  і  — 2 = 0

параллельно прямой x = y = z .
39. Провести через прямую

х    у   z — 1
1Г 2

плоскость, параллельную прямой

*  —  і   У » ,
О 1 — 1 •

40. Найти уравнение плоскости, проходящей через параллельные 
прямые

х  —  1 у 4 - 1  2 — 2  х   У — 1  2 4 - 2  ,
~ 1 ~  — ~ Т  ~  ' 1 ~  — 2 ~  3

41. Через точку (— 1 ,0 ,4 )  провести прямую, параллельную пло- 
скости

Зх  — 4у 4 -2 — 10 =  0, 

так, чтобы она пересекла прямую

* 4 -1  у  — 3 г
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42. Составить уравнение геометрического места всех прямых, 
проходящих через начало координат перпендикулярно к прямой
ж = 2/ =  z.

43. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку (а, Ь, с) 
и параллельной прямым с угловыми коэффициентами (ш , п, р), (иГ, п \  р ') .

44. Составить уравнение плоскости, проходящей чорез точку (а , 6, с) 
и через прямую

х  —  а ’ у  — V  _ г — с ' 
т ' ~ ~  п '  ~~ р ' *

45. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую

А х  +  B y  + C z  +  D — 0, А хх  4- В ху  4- Схг 4- Dx =  0 

параллельно прямой

— =-^- =  — 
т п р ’

46. Провести через прямую

х  — а __у  — Ь __ 2 — с
т  п р

плоскость, параллельную прямой

х  — а ' ___у  — V __z — с '
т  п р

47. Найти уравнение плоскости, проходящей через параллельные 
прямые

х  — а  у  — Ъ z — с х  — а '  у — Ь '  2 — с '
т  п р ’ т  п р

48. Через точку (а, Ъ, с) провести прямую, параллельную плоскости

A x  +  B y  +  Cz +  D  =  0, 

так, чтобы она пересекала прямую

х  — а '  у  — Ъ’  г,— с '
т '  п ' р ' ‘

49. Составить уравнение геометрического места всех прямых, прохо
дящих через точку (а , Ь, с) перпендикулярно прямой

1  = -L
т  п р
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Г Л А В А  V

ГЕОМ ЕТРИЧЕСКОЕ ЗН А Ч Е Н И Е  У РА В Н ЕН И Й

§ 1. Изображение поверхностей посредством уравнений.
В аналитической геометрии всякую поверхность рассматривают 
как  геометрическое место точек. В таком определении поверх
ности содержится свойство, общее всем её точкам. Обозначая 
через х,  у ,  z координаты произвольной точки данной поверх
ности относительно некоторой прямоугольной системы коорди
нат, мы выражаем посредством уравнения между х,  у  и ъ свой
ство, общее всем точкам поверхности. Таким образом соста- 
вляется уравнений м е ж д у  переменными координатами х~у~к Z, 
которому удовлетворяют координаты произвольной тбчйй дан- 
іщй поверхности. Это уравнение называют уравнением поверх~ 
пости, входящие в него коорпинаты х . у  и z — текущими коор- 
дищшШли. Т ак , например, в главе I I I  мы видели, что п л о ско сть~  
изображается уравнением первой степени относительно текущих* 
координат.

В качестве другого примера возьмём шаровую поверхность 
и составим её уравнение. Положение шаровой поверхности отно
сительно некоторой прямоугольной системы координат будет 
определено, если даны координаты её центра С. Обозначим 
их через а, Ь и с. Разм ер шаровой поверхности определяется 
радиусом R .  Обозначая через х , у  и z координаты произволь- . 
ной точки М  шаровой поверхности, выразим аналитически 
свойство, общее всем точкам М . Из определения шаровой по
верхности следует, что расстояние точки М  до центра С есть 
величина постоянная, равная радиусу R , т. е.

СМ  =  R . (1)

Определяя С М  как  расстояние между двумя точками С и М  
(ч. I I ,  гл . I , § 2), мы выравим равенство (1) с помощью текущих 
координат точки М:

/ ( * _ « ) ■  + ( у -& )*  +  (* — су  =  R .

Возвышая обе части последнего уравнения в квадрат, освобо
димся от радикала и получим уравнение шаровой поверхности 
в окончательном виде:

( x - a y  +  ( y - b y  +  { z - c y  =  R \  (2)

В этом уравнении постоянные а, Ь, с и R  суть соответственно 
координаты центра и радиус шаровой поверхности, переменные
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х,  у  и z являю тся координатами произвольной точки шаровой 
поверхности. В частности, если центр шаровой поверхности 
находится в начале координат, то а = 6 = с = 0 , и уравнение (2 ) 
принимает более простой вид:

** +  г/*ф 2’ =  Л \  (3)

§ 2. Геометрический смысл уравнений. Мы видели, что 
всякая поверхность, рассматриваемая как  геометрическое место 
точек, изображается уравнением между координатами её точек. 
Обратно, всякое уравнение между переменнымих,  у  и z, вооб
ще говоря, изображает поверхность как  геометрическое место 
точек, координаты которых х , у и  z удовлетворяют этому урав
нению.

§ 3. Две основные задачи. Из изложенного в §§ 1 и 2 выте
кает постановка двух основных задач:

1 у  Д ана поверхность как геометрическое место точек. С оста - 
оипь. ’лімврлшося».—

2. Дано уравнение меж ду координатами х , у  и z. И с
следовать форму поверхности, изображаемой этим урав
нением.

§ 4. Ш аровая поверхность. Мы видели, что ш аровая поверх
ность радиуса R  с центром в точке С (а, Ь, с) изображается 
уравнением

( х - ау  +  ( у - Ъ У М 2 - с У  =  ІІ*- (2)

Р аскры вая  скобки, придадим уравнению (2) вид

ж* - f  у* тр 2* — 2 ах  — 2 by  — 2сг ф  (а г +  Ьг ф- с* — R *) =  0. ( 2 ')

Уравнение (2 ')  содержит члены второго измерения, первого 
измерения и свободный член (нулевого измерения) относительно 
х , у  и 2 . Такое уравнение называют уравнением второй степени. 
И так, ш аровая поверхность изображается уравнением второй 
степени относительно текущих координат. Н о, очевидно, не 
всякое уравнение второй степени изображает шаровую поверх
ность. Действительно, из уравнения (2 ')  усматриваем, что в 
уравнении шаровой поверхности коэффициенты при квадратах 
координат равны, а члены с произведениями координат (х у , 
я/2 , zx) отсутствуют. Обратно, если эти два условия [1) равен
ство коэффициентов при х 2, у 2 и z2, 2 ) отсутствие членов х у , y z ,  
zx] осуществлены, то уравнение изображает шаровую поверх
ность, так как оно приводится к виду (2 ')  путём деления на 
коэффициент при х 2.
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И так, по виду данного уравнения второй степени мы можем 
реш ить, изображ ает ли оно шаровую поверхность или нет. 
Например, уравнение

я 2 +  Уг +  2* — 2х — 4г/ — 4 =  0 .

изображ ает ш аровую  поверхность, так к а к  в нём коэффициенты 
при квадратах  координат равны между собой, а члены с произ
ведениями координат отсутствую т. Ж ел ая  узнать размер ш аро
вой поверхности и положение её в пространстве относительно 
данной системы координат, мы должны определить величину 
радиуса и координаты её центра. С этой целью  данное уравне
ние мы приведём к виду (2). Такое преобразование есть не что 
иное, как  представление уравнения (2 ') в виде (2). Возьмём 
в данном примере члены, содержащие х , т. е. х 2 — 2х, и пред
ставим этот двучлен к ак  неполный квадрат разности х — 1 . 
Получим:

х г — 2х — (а? — I ) 2 — 1 .

Аналогично поступая с членами, содержащими у  и х ,  полу
чим:

Уг — Ьу =  (у  — 2)2 — 4; z* — {z — 0)‘.

После этого данное уравнение запишется так:

(х  — 1 )* +  (у — 2)2 +  (г — О)2 =  9.

Сравнивая это уравнение с уравнением (2), усматриваем, что 

й =  1 , Ъ — 2, с =  0 , R  =  3.

§ 5. Цилиндрические поверхности. Положим, что данное 
уравнение не содержит буквы z :

F ( x ,  у)  =  0.

П а плоскости координат хОу  это уравнение изображает неко
торую л и н и ю  L, — геометрическое место точек, координаты 
которых удовлетворяют данному уравнению . Этому уравнению 
удовлетворяю т такж е координаты всех тех точек пространства, 
у которых две первые координаты совпадают с координатами 
любой точки линии L,  т. е . тех точек пространства, которые 
проектирую тся на плоскость хОу  в точки линии L.  Совокупность
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таких точек есть поверхность, описанная прямой, параллельной 
оси Oz  и пересекаю щей линию L  (черт. 107). Вообще поверх
ность, описываемая прямой, остающейся параллельной данному 
направлению  и пересекающей данную линию L,  назы взетвя 
цилиндрической. Л иния L  назы вается её направляю щ ей , а все 
возможные полож ения движущ ейся прямой — образующими. 
И так, уравнение F  ( х , у ) =  0 изображает г
цилиндрическую поверхность, образую
щие которой параллельны оси Oz.

Обратно, всяк ая  цилиндрическая 
поверхность с образующими, п араллель
ными оси O z , изображ ается уравнением 
видаF  {х, у) =  0. Действительно, направ
ляю щ ая линия L  может быть в этом 
случае взята в плоскости координат 
хО у, и её уравнение, рассматриваемое в 
пространстве, будет изображ ать данную 
цилиндрическую поверхность.

Точно так  ж е , если уравнение не содержит буквы х  (или у), 
то оно изображает цилиндрическую поверхность с образующими, 
параллельными оси Ох (или Оу).

П р и м е р  1. Уравнение

в» (4)

изображает цилиндрическую поверхность, у  которой направляющая 
есть эллипс, лежащий в плоскости хОу,  а образующие параллельны оси 
Oz (эллиптический цилиндр).

П р и м е р  2. Уравнение

а* Ь* (5)

изображает цилиндрическую поверхность, у  которой направляющая 
есть гипербола, лежащая в плоскости хОу,  а образующие параллельны  
оси Oz (гиперболический цилиндр).

П р и м е р З .  Уравнение
у» =  2 рх ( 6 )

изображает цилиндрическую поверхность, у которой направляющая есть 
парабола, лежащая в плоскости хОу,  а образующие параллельны оси Oz 
(параболический цилиндр).

§ 6 . Поверхности вращ ени я. Положим, что в плоскости yOz  
нам дана линия L,  имеющая уравнение

F ( Y ,  Z)  =  0.

Найдём урагнение поверхности, полученной от вращения этой 
линии вокруг оси Оу  (черт. 108).
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Возьмём п р о и з в о л ь н у ю  точку М  (х,  у,  ъ) нашей по
верхности и проведём через неё плоскость перпендикулярно 
оси вращения Оу.  Очевидно, в пересечении этой плоскости 
и нашей поверхности получится окружность с центром N  на 
оси вращения. Координаты точки N  будут 0, у , 0. Радиуо 
окружности M N  как  расстояние между точками N  и М  равен 

х 2 z2. С другой стороны, ясно, что этот радиуо является 
аппликатой той точки Л/, данной линии L , ордината которой 
есть у .  Следовательно, полагая в данном уравнении

Y  =  y,

(координаты точки Л/І),м ы  получим искомое уравнение поверх
ности вращения:

Р(У,  If x '  +  z' ) =  0.
Таким образом, мы приходим к  оле^ 
дующему правилу:

Чтобы получить уравнение поверх- 
nocinuL образованной—ертЩёнием ли~ 
ни и L , лежащей в плоскости yOz~,oko-

м інии  зам енит ь'z~na. l/ж * -j-z7. 
Аналогичные правила будут иметь место и по отношению к 

поверхностям вращ ения около других осей.
П р и м е р  1. Уравнение поверхности, образованной вращением 

эллипса

а* 1 с*
около оси Ох, будеті

• х* ,і Vs +  z*=  1. (7)

Если тот же эллипс вращается около оси Oz, то уравнение получен
ной таким образом поверхности вращения будет иметь вид

'  +  Уа
^  С * ~ 1’

Если а >  е, то в первом случае имеем удлинённый, а во втором случае 
сжатый эллипсоид  вращения. При а =  с получаем шаровую поверхность.

П р и м е р  а. Уравнение поверхности, образованной вращением 
гиперболы

х% г* ^

около оси Ох, будеті
У*-М8

(8)
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Это — так называемый двухпдлостный гиперболоид вращения.
Если ту же гиперболу будем вращать около оси Oz, то полученная 

таким образом поверхность будет иметь уравнение

*‘ +  У* ;»»_
в* Сх '  '

Это — так называемый однополостный гиперболоид вращения.
П р и м е р  3. Уравнение поверхности, образованной вращением 

параболы
yJ =  2pz

около оси Oz, будет:
x x-\-yx — 4pz,  (9)

Это — так называемый параболоид вращения.

§ 7. У равнения линии в пространстве. Всякую  линию 
в пространстве можно рассматривать как  пересечение двух 
поверхностей. Пусть

F ( x ,  У, z) =  0  и F , (х,  у,  z) — 0  (1 0 )

суть уравнения тех поверхностей, пересечение которых даёт 
линию L . Координаты любой точки линии L  удовлетворяют 
обоим уравнениям (1 0), так  как  эта точка лежит одновременно 
на обеих поверхностях. Итак, линия в пространстве рассматри
вается как  геометрическое место точек, координаты которых 
удовлетворяют системе двух уравнений (10). Обратно, 
система двух уравнений (1 0 ) изображает линию в пространстве 
как  геометрическое место точек, координаты которых удовле
творяют этой системе уравнений. У равнения (10) называют 
уравнениями линии  L  в пространстве.

Очевидно, можно различным образом выбирать те поверхно
сти, пересечением которых является данная линия L , и это 
обстоятельство соответствует тому ф акту, что вместо системы 
(1 0) можно взять любую другую систему двух уравнений, ей 
равносильную. Т ак , например, уравнения оси Oz будут;

х  =  0 , у  =  0 .
У равнения

х - \- у  =  0 и х  — у — 0

также изображают ось Oz.
ПровбДём через линию L  две цилиндрические поверхности 

с образующими, параллельными осям Оу и Oz. У равнения этих 
цилиндрических поверхностей будут иметь вид (§ 5)

F ( x ,  z) =  0, F l ( x , y )  =  0.
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Т ак  к а к  линию L  можно рассматривать к а к  пересечение этих 
цилиндрических поверхностей, то система уравнений

F ( x ,  z) =  0, F 1( x , y )  =  0  (1 1 )

изображ ает линию  L . К аж дое из уравнений (11), рассматривае
мое в соответствующей плоскости координат, представляет, сле
довательно, проекцию  данной линии L  на плоскости xOz и 
хО у. Аналитически уравнения (11) получаю тся из уравнений(ІО) 
путём исклю чения букв у  и г .

П р и м е р .  Написать уравнения окружности, получающейся в пе

ресечении шаровой поверхности х 2 -f  у 2 +  г2 =  1 с плоскостью г =  4 -.■L
Искомые уравнения окружности будут:

1 3 1
x 2 +  y2 +  z2 =  1, г =  — или x * -f  ;/» =  —, z =  y

Одно первое уравнение последней системы на плоскости координат хОу  
изображает окружность, являющуюся проекцией искомой окруншости  
на эту плоскость. Эта проекция совпадает по размерам с искомой окруж 
ностью, так как последпяя лежит в плоскости, параллельной плоскости 
проекций.

§ 8 . Ц илиндрические поверхности (общ ий случаи). Мы
рассмотрели (§ 5) уравнение цилиндрической поверхности в том 
частном случае, когда образующие параллельны  одной из осей 
координат. Вообще цилиндрической поверхностью называется 
поверхность, описываемая прямой (образующей), параллельной  
данному направлению и пересекающей данную л и н и ю — напра
вляющую цилиндрической поверхности. П усть направляю щ ая 
цилиндрической поверхности L  изображ ается уравнениями

Р ( х , У , * )  =  0 , Р г (х,  у,  z) =  0 . ( 1 2 )

П оложим, что т,  п и р  суть угловые коэффициенты образующих 
цилиндрической поверхности. Общие уравнения образующих
будут:

Х  —  х  Y  —  у Z — z
т  п  р  '  ( 13 )

где (х,  у ,  г)  есть точка, принадлеж ащ ая направляющей L.
Исклю чая ж, у  и г из четырёх уравнений (12) и (13), получим 
искомое уравнение цилиндрической поверхности.

П р и м е р. Составить уравнение цилиндрической поверхности, обра
зующие которой параллельны прямой
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а направляющей служ ит прямая

х + у  —  г — 1 =  0, x  —  y  +  z =  0.

Общие уравнения образую щ их'будут:

X  — х  Y  — у  Z  — г

Исключим х, у  и г из последних четырёх уравнений. Обозначая через о 
величину каждого из последних отношений, найдём:

х = Х —  р, y = Y  —  р, z =  Z — р.

Подставляя эти значения х, у  и z в данные уравнения направляющей, 
получим

X  +  Y — Z — p — 1 =  0, X  —  Y + Z —  р =  0.

Исключая, наконец, р, найдём:

2У — 2Z — 1 = 0 .

Это, очевидно, есть уравнение плоскости, проходящей через данную  
направляющую и параллельной прямой x  =  y = z .

$ 9 . Конические поверхности. Конической поверхностью на
зывается поверхность, ОГШСЫёИёмая~прямои, прохооящеи через 
данную точку — верш и ну ’ кипуги — и пересекающей данную ~ли- 
и иід — направляющую конуса.

Пусть направляю щ ая конуса изображ ается уравнениями

F  (х , у , г) — 0, F 1( x , y , z )  =  0, (14)

а вершина конуса имеет координаты х в, у в, z0. Общие уравне
ния образующих конуса как  прямых, проходящ их через точку 
(х0, y e, z j  и через точку (х, у , z) направляю щей L ,  будут:

- =  - ~У«  =  Л п і » . (15)
*о У — У о г — z.

Исклю чая х,  у  и z из четырёх уравнений (14) и (15), полу
чим искомое уравнение конической поверхности. Это уравнение 
обладает весьма простым свойством: оно однородно (т. е . все 
его члены—одного измерения) относительно разностей X — х 0,
У — у в, Z  — z0. В самом деле, допустим сперва, что вершина
конуса находится в начале координат (xo =  y 0 =  z o =  0).  Пусть 
X , У и Z —координаты любой точки конуса; они удовлетворяют, 
следовдтельно, уравнению конуса. После замены в уравнении 
конуса X ,  Y  и Z  соответственно через XX, ХУ, XZ, где X — про
извольный множитель, уравнение должно удовлетворяться, так 
как  XX, ХУ и XZ суть координаты точки прямой, проходящей 
через начало координат в точку (X , У, Z ), т. е. образующей 
конуса. Следовательно, уравнение конуса не изменится, если 
все текущие координаты умножим на одно и то же число X.
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Отсюда следует, что это уравнение должно быть однородным 
отгіосительно текущих координат.

В случае, если вершина конуса лежит в точке ( х 0, у 0, z0), 
мы перенесём начало координат в вершину, и по доказанному 
преобразованное уравнение конуса будет однородно относи? 
тельно новых координат, т_е. относительно X — х 0, Y — у 0, Z — z0.

II р и м е р. Составить уравнение конуса с вершиной в начале коор
динат и направляющей

ж3 у1
j i + j i - l ,  *= с.

Общие уравнения образующих будут:
£ _ y _ Z
X  ~  у  ~  г

Исключим х, у  и z ив последних четырёх уравнений. Заменяя г через с, 
определим ж и у из последних двух уравнений:

X  Y* =  c F , у  — с ;

Подставляя эти значения ж и у в первое уравнение направляющей, будем  
иметь:

с3 X 3 с3 У3 
a 3 Z3 Ьг Z3 *

или
У3 Z8

(16>

У пражнения

1. Составить уравнение шаровой поверхности радиуса 4 с центром 
в точке (— 1, 2, 3).

.2 . Найти центр и радиус шаровой поверхности
х х -У у3 -У г3 — 2ж -у 4у — 4г — 7 = 0 .

3 . Найти центр и радиус шаровой поверхности ж3-Уу3-уг3—2ж = 0.
4 .  Найти центр и радиус шаровой поверхности

2ж3 +  2у3 -У 2г3 — 5у — 8 =  0.
5 . Составить уравнение шаровой поверхности с центром в точке 

(1, 3, — 2), проходящей через начало координат.
6 . Составить уравнение шаровой поверхности, проходящей через 

начало координат и точки (2, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, — 1).
7. Составить уравнение поверхности, полученной от вращения пря

мой линии у — х  около оси Ох.
/р2 у 2

8 . Составить уравнение линии пересечения конуса — а̂ =  0

с плоскостью г =  с.
9 . Составить уравнение конической поверхности с вершиной в на

чале координат и с направляющей

А х 2 -у 2В х у  -у С уг -у 2D x  -у 2Е у  -у F  =  0, г  =  h.
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10. С оставить уравнение проекции линии

Ж3 -у у 3 ---  2 = 0 ,  2 =  Ж ---  1

на плоскость координат ж Оу.
11. Какую поверхность изображает уравнение ж3 =  у 3 -у z1}
12. Какую линию изображает система уравнений

I 3 у3
- .  +  р = 1' г” с?

13. Какую поверхность изображает уравнение

Аж3 -у І В х у  -у Су3 +  iD x z  -у 2Луг -у F z 3 =  0?

14. «Какую поверхность изображает уравнение ж3 -у у3 — 2ж =  0?
16. Какую поверхность изображает уравнение ж3 -у у 3 +  4г3 — 1= 0?
16. Какую поверхность представляет уравнение ж3 + у 3 — з3— 1= 0 ?
17. Какую поверхность изображает уравнение ж3 — у3 — і 3 — 4 = 0 ?
18. Какая поверхность изображается уравнением г =  ж3 -у у 3?
19. Составить уравнение цилиндрической поверхности, образующие 

которой параллельны прямой ж = у = г ,  а направляющей служит линия

** +  У* +  z* =  1» ж -у у -у * =  Оіі

Г Л А В А  ѴГ 

ПОВЕРХНОСТИ 2-ро ПОРЯДКА

§ 1. Порядок поверхности. Поверхность называется алге
б р а и ч е с к о й .  если левая часть её уравнения в декартовых коор
динатах

F ( x ,  у ,  z) =  0

есть целый многочлен относительно х , у ,  х. Степень этого много
члена относительно х,  у ,  г даёт порядок алгебраической поверх 
н о с т и .  Можно показать, что порядок поверхности не зависит 

*от выбора координатных осей. Мы знаем, что поверхности 1-го 
порядка суть плоскости. Не касаясь исследования общего 
уравнения поверхностей 2 -го порядка, мы в этой главе разбе
рём все возможные типы таких поверхностей, отправляясь от 
их простейших уравнений.

§ 2. Эллипсоид. Мы видели (гл. V, § 6 ), что уравнение пот 
верхности, полученной от вращения эллипса

около оси Oz, будеті



Это уравнение изображает поверхность, называемую эллипсои
дом вращения. П ересекая этот эллипсоид плоскостью z==A, па
раллельной плоскости хОу, получим в сечении окружность, 
^равнения которой будут:

Л  ____
=  h  ( 1 ).

и радиус которой равен

а /l- | і ,

Следовательно, при изменении А от значения — с до З н а ч е н и я  

окружность (1 ) описывает эллипсоид вращения.
Возьмём теперь вместо окружности (1) эллипс

I У2  Л   № ____________ 1 /п \
а 3 68 С* ’ —  '  ^ '

лежащий в плоскости z =  А, параллельной плоскости хОу, п о л у  
оси которого суть:

/ і - З ?  -  * / і - 3 ? . (3)

При изменении Л от ■— с до + с  этот эллипс описывает поверх
ность, уравнение которой получим, исключив А из двух урав
нений (2 ): ~

S + S - 1 - * .  ". а )

Поверхность 2-го порядка, изображаемая  уравнением (I), на-

П ересекая эллипсоид плоскостями координат z =  0 , у  — О, 
х = 0 ,  получим в сечении эллипсы:

=  £ # £ = l ( y O z ) .  ( 4)

К ак  мы уже видели, в сечении эллипсоида плоскостью 
z =  А, параллельной плоскости хО у, получается эллипс (2) с по
луосями (3). При изменении А от — с до -f-с  эти полуоси изме
няю тся, оставаясь пропорциональными полуосям а и 6 эллипса, 
лежащего в плоскости хОу. Д ва эллипса с пропорциональными 
полуосями называются подобными. Таким образом, эллипсо
ид есть поверхность, образованная движущимся эллипсрм (пло
скость которого остаётся параллельной плоскости хО у), кото
рый при движении остаётся себе подобным и концы осей которо
го скользят по эллипсам (4) в плоскостях xOz и yOz (черт. 109).
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Не уменьшая общности, мы можем считать а >  Ь >  с. Если 
а =  Ь= с, то уравнение (I) изображает шаровую поверхность; 
если а >  Ь =  с, то уравнение (I) изображает удлинённый эл
липсоид вращения с осью враще
ния Ох; если а — b >  с, то урав
нение (I) изображает сжатый эл
липсоид вращения с осью враще
ния Oz. Если среди чисел а, Ь 
и с нет равных, то эллипсоид 
называется трёхосным.

У равнение ( I ) содержит толь
ко квадраты координат, откуда 
следует, что эллипсоид симмет
ричен* относительно начала ко
орд и н ат,^  плоскости координат 
суть его плоскости симметрии,
так как если некоторая точка М  (х , у , z) находится на эллип
соиде? то и точки ( ± я ,  і  z) находятся на эллипсоиде
при произвольном выборе знаков у координат.

§ 3. Однополостныи гиперболоид. Уравнение поверхности, 
полученной от вращения гиперболы

Черт. 109.

около ѳйй Oz', будет:

* * 4

Q f-£ = jT
(гл . V, § 6 ). Это уравнение изображает поверхность, называемую 
однополостным гиперболоидом вращения- Нерре.екая егп плос
костью z= A , параллельной плоскости хО у, получим в сечении 
окруж ность, уравнения которой будут:

(5)

и радиус которой равен

Следовательно, при изменении' А от — о о  до +  оо окружность
(5) описывает однополостный гиперболоид вращ ения.

Возьмём теперь вместо окружности (5) эллипс

2  А' (6J
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I

$

лежащий в плоскости z=A , параллельной плоскости хОу, полу
оси которого суть:

а /  1 + | г  > і + £ . (7)

При изменении Л от — оо до +  оо этот эллипс описывает поверх
ность, уравнение которой получим, исключив Л из двух урав
нений (6 ):

или I — 4 -ттг-----г = (II)

Поверхность 2-го порядка, изображаемая уравнением (I I) ,  
называется однополостным гиперболоидом.

Пересекая поверхность (II) плоскостями координат z = 0 ,  
у =  0 , х = 0 ,  получим в сечении соответственно эллипс и две 
гиперболы:

(хОу), 5 - 1 - 1  (xOz),  g - | = l  (yOz).  (8)

К ак  следует из предыдущего, в сечении однополостного ги
перболоида плоскостью z = А, параллельной плоскости хОу, 
получается эллипс (6 ) с полуосями (7). При изменении Л от — оо 
до +  00 эти полуоси изменяются, оставаясь пропорциональными 
полуосям а и А эллипса, лежащего в плоскости хО у , и мы 
можем однополостный гиперболоид рассматривать как  поверх
ность, образованную движущимся эллипсом (плоскості которого 
остаётся параллельной плоскости хО у), который при движении 

г остаётся себе подобным и концы осей
которого скользят по гиперболам (8 ) в 
плоскостях xO z, yOz (черт. 110). Если а =Ь ,  
то уравнение (II) изображает однополост
ный гиперболоид вращения с осью вра
щения Oz.

Уравнение (II)  содержит только квад
раты координат, откуда следует, что од- 
нополоетный гиперболоид симметричен 
относительно начала координат, а плос
кости координат являю тся его плоскос
тями симметрии.

§ 4. Двухполостный гиперболоид. Двухполостный шперч  
болоид вращения мы получим, если гиперболу
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будем вращать около оси Oz. Его уравнение будет (гл. V, §6 ):
* *  +  У 2 л

_  о  1 *

Пересекая его плоскостью z = A , перпендикулярной оси враще
ния Oz, получим в сечении окружность, уравнения которой 
будут:

х 2 +  у‘ № . , ,Пч
""У* = С* ’ z =  h

и радиус которой равен

a j / £ — 1. (Ю)

Следовательно, при изменении А от с до +  оо окружность (9) 
описываеЪ одну полость гиперболоида, а при изменении А от — с 
до — оо окружность (9) описывает другую его полость.

Бозьмём вместо окружности (9) эллипс

г==Л; (11>
лежавший в плоскости z —h,  параллельной плоскости хОу, полу
оси которого суть:

а / 5 - 1  0 <12)

При изменении А от — оо до — с и от -(-с до +  о° этот эллипо 
описывает двухполостнукг поверхность, уравнение которой по
лучим, исключив А из двух уравнений (11):

;Иг’=5 -1; (ІІІ)
Поверхность 2-го порядка, изображаемая уравнением (I II) , 

называется двухполостным гиперболоидом. П ересекая эту по
верхность плоскостями координат z = 0 , у  = 0 , х = 0 , мы получим 
в сечении соответственно мнимое место и две гиперболы:

? . - S - i ( * 0 «), (yO t). (13)

К ак  было выше сказано, в сечении двухполостного гипербо
лоида плоскостью z=A , параллельной плоскости хОу, полу
чается эллипс (11) с полуосями (12), когда | А | > с .  Отсюда 
вытекает, что двухполостный гиперболоид мы можем рассмат
ривать как  поверхность, образованную движущимся эллипсом 
(плоскость которого остаётся параллельной плоскости хОу), 
который при движении остаётся себе подобным и концы осей
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которого скользят по гиперболам (13) в плоскостях xOz и yOz 
(черт. 111). Поверхность симметрична относительно начала ко
ординат, а плоскости координат суть её плоскости симметрии.

При а = Ь  уравнение ( I II)  изображает 
двухполостный гиперболоид вращения о 
осью вращ ения Oz.

§ 5. Эллиптический параболоид. Па- т 
раболоид вращения получается вращением 
параболы

у '  =  2pz

около оси Oz. Его уравнение будет (гл. V,
§ 6):

Черт. 111. х* +  у 2 =  2 pz.

В сечении его плоскостью z = h ,  перпендикулярной оси вращ е
ния Oz, получается окруж ность, уравнения которой будут;

х* +  У2 — 2 ph; z =  h (14)

а радиус которой равен
. / 2 Jh .  (15)

Следовательно, при изменении Л от 0 до +  со окружность (14) 
описывает параболоид вращения.

Возьмём вместо окружности (14) эллипс

лежащий в плоскости z = h ,  параллельной плоскости хОу, 
полуоси которого суть:

| / 2  ph, ] f2 q h .  (17)

П ри изменении h от 0 до -f- оо этот эллипс описывает поверх
ность 2 -го порядка, называемую эллиптическим параболоидом, 
уравнение которой получим, исключив h из двух уравнений (16):

\  - | U f - = l ,  ИЛИ — =  2z. (IV )2pz 2qz 7 Р Я
\

П ересекая эту поверхность плоскостями координат z = 0 ,  у =  О, 
х = 0 ,  получим в сечении соответственно точку и две параболы:

х* — 2pz  (xO z), у2 =  2qz (yOz). (1 8)

% —  #

L'SC

V .

Из предыдущего усматриваем, что эллиптический парабо
лоид можно рассматривать как  поверхность, образованную дви
жущимся эллипсом, который остаётся себе подобным и концы 
осей которого скользят по параболам (18) (черт. 1 1 2 ); плоскость 
эллипса при движении остаётся параллельной плоскости хОу.

У равнение (IV) содержит только квадраты координат х н у ,  
а потому плоскости xOz и yOz являю тся плоскостями симметрии 
поверхности. При p  =  q уравнение (IV) изображает парабо
лоид вращения с осью вращения Oz.

§ С. Гиперболический параболоид. Простейшее уравнение 
гиперболического параболоида имеет вид

т. е. отличается от уравнения (ГѴ) только 
знаком при у2. Плоскость координат xOz пе
ресекает эту поверхность по параболе

х 2 — 2рг,  (19)

для которой ось Oz  является осью симмет
рии и которая расположена в положитель
ном направлении оси Oz.  Плоскость x = h ,  Черт. 112. 
параллельная плоскости yO z, пересекает 
поверхность (V) по параболе, уравнения которой будут:

у * = — 2 q z - \ r ^ j ,  x  =  h,
или

у %=  — 2* ( z  — ц ) ,  x  =  hi (20)

Из этих уравнений усматриваем, что эти параболы, распо
ложенные в плоскостях x —h, имеют один и тот же параметр 
( =  — q),  их оси симметрии находятся в плоскости xOz и парал-

h2 гтулельны оси Oz,  а их вершины имеют координату z =  у .  Т ак как
уравнение параболы (19), расположенной в плоскости xOz, 
при x = h  даёт то же значение для z, то отсюда заключаем, что 
вершины парабол (20) расположены на параболе (19) (черт. И З).

Таким образом, гиперболический параболоид (V) можно рас
сматривать как  поверхность, образованную движущ ейся пара
болой с отрицательным параметром ( — — q), ось симметрии 
которой остаётся в плоскости xOz, а вершина движется по па-
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раболе (19). Плоскость параболы остаётся параллельной пло
скости yOz.

Плоскость хОу даёт в сечении с поверхностью (V) линию

р я

уравнение которой распадается на два;

*  , У

V  Р  Ѵя
■ О

И

V  р Ѵя

1, следовательно, это сечение есть совокупность двух пересе-
кающихся прямых, 

о Так как  уравнение (V) со
держит только квадраты ко
ординат х  и у ,  то плоскости 
xOz и yOz являю тся плоско
стями симметрии для поверх
ности.

Гиперболический парабо
лоид не может быть поверх
ностью вращ ения, так как  о 
любой плоскостью он пересе
кается по гиперболе или п а
раболе, и никогда в сечении 
его плоскостью не может по
лучиться элли п с(и ли  окруж 
ность).

§ 7. К онус 2-го порядка. В примере § 9 гл . V мы соста
вили уравнение конуса с вершиной в начале координат и на
правляю щей линией

Черт.

X 3 . у2 .
^ + * 5  =  1» 2 — с*

Полученное уравнение
х г у _  л 
аз -Г ІЗ с2 (VI)

изображает конус 2 -го порядка. Поверхность симметрична отно
сительно начала координат, а плоскости координат суть её 
плоскости симметрии (черт. 114).
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Черт. 116. Черт. 117.-

§ 8. Цилиндры 2-го порядка. В примерах. § 5 гл . V мы
рассмотрели уравнения цилиндров 2 -го порядка:

(V III)

у* =  2рх. (IX )

Направляю щ ие линии этих цилиндров 
лежат в плоскости хОу и суть соответ
ственно эллипо, гипербола и парабола.
Образующие этих цилиндров параллель- Черт. 114. 
ны оси Oz*.

Цилиндры, изображаемые уравнениями (V II), (V III), (IX ), 
носят название эллиптического (черт. 115), гиперболического

Черт. 115.

(черт. 116) и параболического (черт. 117).
При а=Ъ  эллиптический цилиндр становится поверхностью 

вращ ения с осью вращения Oz.



ОТВЕТЫ
К  стр. 25—27.

2 . (5, 2). 3 . (—4, 2). 4. х  =  а ,  у  = — 6. 5 . х =  — в, у = Ь .  в:' х = — а, 
у =  -  6. 8 .  (О, 0), (2, 0), (2, 2), (О, 2) или (О, О), (О, 2), ( -  2, 2), ( -  2, 0), или 
(О, 0), ( - 2 ,  0), ( - 2 ,  - 2 ) ,  (О, - 2 ) ,  или (О, 0), ( 0 , - 2 ) ,  ( 2 , - 2 ) ,  (2, 0).
9 . ( / 2 , 0 ) ,  (0, / 2 ) ,  ( - / 2 ,  0), (0, - / 2 ) .  10 . (3 ,0 ) , (0 ,4 ) , ( - 3 , 0 ) ,

(О, - 4 )  или (4, 0), (О, 3), ( - 4 ,  0), (О, - 3 ) .  II . (а . 0), , £ l p ? j  ,

(-■г- 4 0 ' <-»»• (-?• - 4 >  (1--40-
12. Д Я = / 9 8 ,  < р = ф  , 3 - (9, 2(1 +  3 / 3 ) ) .  15. 10 +  2 / 5 .  16. /Г з ,

/ { О ,  1. 17. х =  — 14, у = 1 7 .  18. (— 3 ,4 ,^ 0 ) .  19 . (15, 15), или (3, 3).
2 0 .  (1,10), или (— 11, 10). 

9 21*. Так как / О С В  —
= 3 0 ° , а £ О В С  =  90°, то, 
как известно из элемен
тарной геометрии, 0 В  =M L

/

во, у,) 1
= 2  0 0  (чеРт- И 8), откуда 

ОС*
О С « = ф - + 1 2 , т. ѳ .О С =  4

Черт. 118,

R 0 f 
Черт. 119.

-я  = 4  и 0 D  = 2 .  Следова
тельно, + 0= ^ 2 , а так 
как C A E  — 30°, то 
С Е  =  1 и А Б  =  / з .  Из 

равенства треугольников А С Е  и B C F  имеем: FC =  1 и F B  =  / 3 .  Сле
довательно, координаты точки В  суть х =  1, у =  з / з .  22. (4, 5); 
( - 2 ,  - 3 ) .  23. (в/„ 8/е). 24. ( - 3 ,  - 5 ) ,  или (2, - 7 ) .

25.  !L , у  — 26*. Обозначая координаты се

редины стороны В С  через а и Ь, получаем а = — 1, 6 = 4 .  Так как меди
аны треугольника пересекаются в точке, в которой каждая из них делит
ся в отношении 2 : 1 (считая от вершины, ив которой проводится медиана), 
то координаты (х, у) искомой точки по формулам (6) и (7) будуті

, 1 + 2  - ( - I) /_
2 +  :

2 +  2 -4  10
3 ’ у — 2 + 1

27. (3, -  4); (4, -  2);
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(3, - 6 ) ;  ( 2 , - 4 ) .  28. g = = *i +  * . +  *J ;  у  =  Уі +  Ѵ» +  Ув. 3 0 . (1, - i ) .

3,. (_  4, -3), (-4, -5), (2, -3), (2, 5). 32. (9 , - 1 7 ) ,  (-9, 17) 38. x ' =
= у у ’ =  x  3 4 .  Соответствующая координата изменит знак. 3 5 .  (5, 2), (—5,
— 2 ). 36. »/» кв. ед . 37*. (черт. 119). Пл. Д  А В С  =  пп.  трап. A B Q P  +  

+ п л . трап. B C R Q — пл. трап. A C R P  =  [(ж,—х,) (У і+У г)+  (®а—*а) (Уа+

+У») —  (*і— *») (Уі +  V»)] = ±  у  (*іУ і +  xlyt - x iyx —  х._у2 +  хауа +  х.іУ, —

— х ^ ,—х,V»—®іУі—«іУа+^аЗ/і+^З/»)- Вынося за скобки во втором и деся
том членах х „  в седьмом и последнем —xg, в третьем и шестом —-xg, в вось
мом и одиннадцатом х3, получаем: пл. Д  A B C  =  ± Ѵ * [* і (Уі—Уз)— х з(Уз—  
— Уз) *« (Уі— Уз) + х з (Уi— Уз)] =  ± 1/« [(* і—**) С»*— Уз)— (Уі—УзЯ- 
З в . Лежат. 39. Р  =  13, f  =  arctg It .  40. (Д В )3. = х 2—х ,, ( А 5 ) „ = у 3— Уі. 
41*. Л =  15. Указание.  Составляющие равнодействующей по осям равны 
соответственно суммам составляющих по осям отдельных сил, прило
женных к точке. 42*. Всякая точка, лежащая на окружности, должна 
быть удалена от центра на расстояние, равное радиусу окружности. 
Поэтому для того, чтобы точка М  (х, у) лежала на окружности ради
уса г с  центром в начале координат, нужно, чтобы её расстояние от на
чала координат было равно г. Выражая это расстояние по известной фор
муле, получаем: /  а:2+ у * = г ,  ИЛИ X2 + у г =  г-, т . ,е. координаты точки М  
должны быть связаны условием, выражающимся найденной формулой.
43. а) х  =  у; Ь) х  =  — у . 44*. (х  +  1)»+(у—2)* =  9. См. решение упраж 
нения 42*. В этом случае надо воспользоваться формулой расстояния 
не от начала координат, а от точки (— 1 ,2 ) . Таким образом, условие, ко
торому должны быть подчинены координаты точки М ,  выражается фор
мулой несколько более сложной, чем в упражнении 42*.- Это объясняет
ся тем, что центр окружности не совпадает с началом координат. 
45. Окружность радиуса 2 с центром в начале координат.

К  стр. 48—51

2. х — / З у + 1 4  =  0 . 3 .  х + / з  у  — 10 =  0. 5*. 3; (2 » /,„  -  1»/и). 7; 
(— 5*/ь, — 4У6) . Указание.  Приведя уравнения данных прямых к нор
мальному виду, получаем: u /17x — в/иУ—:3 =  0 и —*/ьх:—3/ьу —7 =  0, откуда 
видим, что искомые длины перпендикуляров равны соответственно 3 и 7.

Так как cos а =  — и sin а =  -  , где ж и у  суть координаты основания пер- 
Р Р

пендикуляра р, опущенного из начала координат на прямую, и а—угол, 
образуемый перпендикуляром с осью Ох, то искомые координаты будут  
найдены из формул: х =  р  cos з, у — р  sin з. Следовательно, в нашем слу
чае координаты оснований будут: ж =  3 • “ /і7= 2и /17; у =  3 • (—18/17) =  —17/17; 
х= 7-(-*/,) = - 5 »/.; у = 7-(-»/,) = -4 7 ,.  7. а ) у  = ж+5; Ь )у  = / З х + 5 ;  
с) у = — х + 5 ; d) у = 5. 8. / з  х  — Зу — 9 = 0; 9. y = xj bj у = — х;

с) у = 0 .  10 . 4х — 3у — 12 =  0. 12. 45». 15. ^ ф | = И  - | ф |  =  1; ? ф

л_У =  _ 1 ,  ? _ У  =  1; или 5 4 ^ = 1 ;  _ ? J » |  =  1| § ф ?  =  - 1 ;  % -
+ 3  4 3  3 4  3 4  3 4  3

_ ? = 1. 16. 20 кв. ед. 17. 453/» ив. ед. 18. а) а =  — 6; Ь )а  =  — У р?}  
4 3
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с) а — Ъ. 2 0 . ж — у + 1  =  0. 21. 7ж — 2у — 20 =  0. 2 2 . Зж+у — 5 =  0;

23. ‘s/„, м/„. 24. а) у  Ъ) 0; с) d)0; е) I ; f) " 25. 90°. 25. 9 ж + у -
4 2 6 4

— 30 =  0, ж — 9у+ 24  =  0. 2 7 * . 26°30'і 71°30'; 82°. Указание.  При опре
делении внутренних углов треугольника по угловым коэффициентам к . 2 
кѵ к,  его сторон (не перпендикулярных О х\  следует выписать эти коэф
фициенты в порядке их алгебраического убывания: к2 >  к 3 >  кя и тог*

к  — к к  — к к — Л да формулы А * , . » —Л. , -X  определят именно внутренние
1 т  Ajftj 1 т  к2 з 1 4”

(а не внешние) углы треугольника. В этом можно убедиться на основа-? 
нии замечания § 7, рассмотрев все возможные случаи расположения 
треугольника с одной иэ вершин в начале координат. 28. 1, УЪ, У%\ 
135°, arctg */„ a r c tg 1/ , .  29. (4, 1). 3 0 .  a) y =  2xj b) y + 3 x  =  0; о) 2y =  
=  x и у =  —2ж. 31. a) y =  3| b) y =  x + 5 ;  c) y = 4 x  +  11; d) (2 — y^3)« — 
- ( 1  +  2 / 3 ) у + 7  +  4 У З “ 0, иди (2 +  >/"з) x — (1 — 2 / 3 )  у +  7—4 / 3 =  
=  0; ѳ) у + 2 ж + 1  =  0. 32. 5ж + 25у+ 1 =  0; ж + 5у—5 =  0. 33. 5ж—4у—16 =  0;
34. ж + З у — 1 =  0. 35. 53ж+202у =  0 . 35. ж + у  — 6 =  0; ж - у  =  0. 37. 4ж—
— Зу — 17 =  0. 38. Зх — 2у — 7 = 0 .  3 9 .  ж + у  =  0. 40. 5у — 9 =  0; 9х —
— 18у — 8 =  0; 9х — Зу — 35 =  0. 41. ж—7y+10 =  0j x + 3  =  0j ж—y + 4  =  0j* 
(—3, 1); 42. у+2ж —2 =  0; ж +2у =  2; у  =  ж. 43. ж—у + 3  =  0; ж +2у—4 =  0? 
7ж—у + 7  =  0; (— «/s. 7 з) . 44*. Иэ уравнений сторон треугольника нахо
дим координаты его вершин А  (3, 1), В  (0, 4), С (— 1, 0). О пределяем!да
лее, середину стороны А В ;  координаты этой точки равны (*/■» 6/«)- Так 
как медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая делит 
каждую медиану в отношении 2 і 1 (считая от вершины), то для нахожде
ния точки пересечения медиан пользуемся формулой деления отрезка 
в данном отношении! таким образом, найдём точку пересечения меди- 
ан (7з. */*)• Теперь остаётся провести прямую через (0, 0) и ('/в. I»), для 
чего следует применить уравнение прямой, проходящей через две дан
ные точки. Следовательно, окончательно имеем: У- =  — , или 5ж—2 у =  0;

/а  »/а
45. Зх—4у =  0. 45*. (2, 0). У казание .  Искомая точка является точкой 
пересечения о данной прямой перпендикуляра, восставленного к отрезку, 
соединяющему данные точки, в его середине. 47. (1,1). 48. (u/e, */»)• 49. ж +

+ у —11 =  0) Зх—у—16 =  0. 50. ( 2 ± 2 ] / 3 ,  3). 51. . 52.5,2.53 *. Зх—.
10

— 4у—2 5 = 0  и Зх—4у + 5  =  0. Указание.  Прежде всего очевидно, что 
задача имеет два ответа, так как прямую,' параллельную дан
ной прямой и отстоящую от неё на расстоянии 3 единиц масштаба, 
можно провести как по одну, так и по другую сторону от данной пря
мой, т. ѳ. на расстояниях + 3  и — 3. Все точки искомой прямой от
стоят от данной прямой на одном и том же расстоянии. Следовательно, 
если мы воэьмём координаты (ж, у) произвольной точки искомой прямой 
и подставим их в формулу расстояния данной точки от данной прямой, 
то эта формула обратится уж е в уравнение искомой прямой. Таким обра-

Зх — 4у — 10
80м, мы и получаем два уравнения:— —  =  ±3»  ГД0 х  и У явля

ются уж е текущими координатами точки не данной, а искомой прямой; 
Простые преобразования приводят нас к ответу, данному выше. 
54. Зж— 4у— 4 7 = 0  и Зж— 4 у + 3 3 = 0 . 55*. | d |  =  7. У казание.  Для опре
деления искомого расстояния следует на одной ив прямых выбрать
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фиксированную точку и определить расстояние от этой точки до другой 
прямой. В данной задаче удобно, например, из уравнения первой пря
мой положив у =  0, определить точку (5, 0). Тогда расстояние от этой

3 - 5 + 4 -  0+20  _____
точки до второй прямой выразится числом  ------< '•*•. !“ І —

=  3. 57 0,3 У Ъ .  58*. Зх — 4у—7 =  0;5ж +  12у—49 =  0 .У казание .  Урав
нение искомой прямой (касательной) берём в форме уравнения прямой, 
проходящей через данную точку (5, 2) по направлению k: у— 2 = А  (ж— 5). 
Таким образом, эадача сводится к на
хождению углового коэффициента к.
Так как искомая прямая должна ка
саться круга радиуса 4 с центром в 
точке (— 3, 1), то задача проведения ка- *• 
сательной из данной точки равносильна 
вадаче проведения через данную точку 
(5, 1) прямой, проходящей на расстоя
нии 4 единиц от точки (— 3, 1). Поэтому 
дня определения коэффициента к можно 
воспользоваться формулой расстояния 
данной точки от прямой. Для этого 
надо уравнение прямой привести к 
нормальному виду и вместо текущих ко- Черт. 120.
ординат подставить координаты (— 3, 1).

Таким образом будем иметь: р ^ = = ± 4 ,  откуда и найдём значения

углового коэффициента: * ,=  >/«;/са= — 7п- Подставляя эти значения в
■уравнение искомой прямой, мы найдём уравнения двух касательных: Зж— 
— 4у — 7 = 0 , 5ж +  12 у — 49 =  0. 59. 7ж — 6у — 19 =  0 и 9ж +  2у —  5 =  0. 
60*. Зж—Зу +  1 9 = 0 ; Зж +  Зу— 5 = 0 . Указание.  Биссектриса есть геомет
рическое место точек, равноудалённых от сторон угла. Следовательно, 
расстояния d 1 и ds любой точки биссектрисы до сторон угла будут равны 
по абсолютной величине. Д ля всех точек биссектрисы угла, в котором 
лежитточка А х (черт. 120), эти расстояния равны и по величине, и по 
внаку, т. е. координаты точек биссектрисы А 1А 2 удовлетворяют уравне
нию d ,—ds= 0 .  Для биссектрисы же смежных углов уравнение будет  
иметь вид d I +  d 2= 0, так как расстояния d l и d 2 будут равны по абсо
лютной величине, но противоположны по знаку. Следовательно, в нашем

I 4ty -= 9
елучае для искомых биссектрис получим уравнения: ----------------------

Ш  +  9 у - 8  Зх +  4у — 9 12ж +  9 у - 8  и ш  3 я _ 3 +
15 5 15

+  19=0 и Зж + 3 у —5 =  0. Угловые коэффициенты найденных прямых суть 1
и — 1, т. е. удовлетворяют условию перпендикулярности. 61 . Зж— у —
— 3 = 0 ;  ж+Зу — 11 =  0. 6 2 .  ж + у  =  0.

К  стр. 67—70

I* . Из уравнения кривой непосредственно видно, что кривая симмет
рична относительно оси Оу: перемена знака при ж не изменяет значения у, 
так как ж содержится в уравнении во второй степени. Так как значение
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Черт. 121.

у =  О не удовлетворяет уравнению кривой, то кривая не пересекает оси Ох.
8 а3

Решим теперь уравнение кривой относительно у \  у  =  ^  , Счи

тая постоянное а >  0, замечаем, что при всех значениях ж ордината
у  >  0; это означает, что кривая целиком расположена в верхней полу
плоскости. Из этого ж е выражения видно также, что с  возрастанием 
абсолютной величины х  ордината у  уменьшается. При ж =  0 ордината 
у  = 2 а .  Произведя такое исследование уравнения кривой и построив 
некоторое количество точек кривой, координаты которых определим 
непосредственным вычислением одной из текущих координат по дан

ным произвольным зна- 
У чениям другой, убедим

ся, что кривая имеет 
такой вид, как изобра
жено на чертеже 121. 
При построении кривой 
следует постоянному а 
дать некоторое произ
вольное значение.* 2 * .  
Радиус-вектор г дости
гает наибольшего значе
ния, когда sin  2tp имеет 

наибольшее значение, что наступает, когда sin  2? = 1  или когда tp =  45°, 
225° и т . д.! тогда г =  10. Радиус-вектор г принимает наименьшее зна
чение когда sin 2<р получает наименьшее значение, что имеет место, 
когда sin 2f  =  — 1 или 
когда tp =  135° и 315° и , 
т. д. Это наименьшее з н а -! 
чениег есть — 10. Когда 
у = 0 ° , 90°, 180° и т.д ., то
гда т= 0. Теперь следует  
построить ряд точек кри
вой, координаты кото-1 
рых можно определить 
непосредственным нахо
ждением одной из них по 
данным произвольным
значениям другой. Кривая состоит из четырёх петель, как показывает 
прилагаемый черт. 122, и по этой причине и называется четырёхлепестко- 
вОй розой. 10. а) ось Ох и парабола; Ь) пара параллельных прямых; 
с) начало координат; d) мнимое место точек. I I . 5ж— Зу -(-17 =  0.

ж2 Я'* V212. г/ = — -f 2. 13. Окружность х2+у*= 6#. 14. Эллипс — 1.

15. Окружность (х — 3)2 + у 2 = 9 ."  16. Окружность (ж— 2а)2 + у 2 = 4а5, 

17. Правая ветвь гиперболы х г—^  =  1. 18. р = т cos (а— <р), где р  есть

длина перпендикуляра, опущенного на прямую из полюса, а а — угол, 
составляемый им с полярной осью. 19*. Обозначим расстояние между 
точками Р  и Q через 2 п. Преждечем составлять уравнение кривой, нуж
но выбрать систему координат. От выбора системы координат зависит 
ббльшая или меньшая сложность искомого уравнения. Так, ранее мы 
видели, что если начало координат поместить в центре окружности, 
то уравнение её будет иметь более простой вид, чем при другом вы
боре системы координат. Правил, которыми можно было бы руководи

Ч е р т /122.

288

\

ствоваться при выборе системы координат, не существует, и уменье 
делать наиболее удобный выбор даётся только опытом. Для составления 
искомого уравнения в данном случае оказывается удобным за ось Ох 
принять прямую, проходящую через точки Р  и Q (тогда будут весьма 
просты координаты точек Р  и Q), за ось Оу принять прямую, делящую  
пополам отрезок P Q  (равноправность точек Р  и Q позволяет предпола
гать симметрию кривой). Пусть х  и у  будут координатами произвольной 
точки М ,  лежащей на искомой кривой (черт. 123). Это значит, что х  и у  
будут текущими координатами, т. е. меняющимися координатами, могу
щими принимать значения, равные координатам любой точки кривой. Со
ставить уравнение кривой (геометрического места)—это вначит выразить 
при помощи формулы (уравнения) геометрическое свойство кривой. Это 
достигается при помощи установления соотношения между текущими 
координатами и постоянными величинами, характеризующими данную  
кривую. В данном случае, следовательно, нам нужно установить соотно
шение между х, у  и постоянными m 2 и п. Из определения геометрического 
места следует (черт. 123): P M - Q M  =  ш г. Выражая длины отрезков РМ  и 
QM  по формуле расстояния между двумя точками [координаты точек 
Р  и Q по отношению к выбранной нами системе координат будут  
Р ( — Чі, 0), Q( +  ra, 0)], получаем:

Y  (х +  п)г +  у 2 ■ Y  (х  — п )2 +  у 2 =  т*.

Это и есть уравнение данного геометрического места; но, очевидно, 
его следует упростить: освободить от радикалов, произвести возможные 
сокращения и т. п. Произведя с этой целью элементарные преобра
зования, получаем: (ж2 +  у 2 -f пг +  2пх)  (ж2 +  у 2 +  п г — 2п х )= т * ,  или
(ж2 -)-у 2 +  ге2)2 — 4ге2ж2 =  т 4, или (ж2 +  у 2)2 +  2п2 (ж2 +  у 2) — 4ге2ж2 =  т * — п* 
и окончательно: (ж2 - ( -у 2)2 — 2я2 (ж2 — у г) — т* — п*. Для построения 
графика кривой исследуем найден- у
ноѳ уравнение. Так как замена про
извольного значения х  в уравнении 
кривой значением, противополож
ным по знаку, но равным по абсо
лютной величине, не изменяет зна
чения у  и, аналогично, замена про
извольного вначения у  значением, 
равным по абсолютной величине, 
но противоположным по внаку, не 
изменяет значения ж, то кривая сим
метрична относительно осей коор
динат. Далее, из геометрического
определения рассматриваемого геометрического места непосредст
венно очевидно, что эта кривая есть эамкнутая кривая. Положив 
у = 0 ,  а затем х  =  0, найдём точки пересечения кривой с осями Ох и 
Оу. Построив ряд точек кривой, координаты которых можно найти, 
вычисляя из найденного уравнения одну из координат по данным произ
вольным значениям другой, и соединив их плавной линией, получим 
(при т  >  п) график кривой, изображённый на черт. 124. 20*. а) При 
выборе осей координат, как в упражнении 19*, уравнение лемнискаты 
принимает вид: (ж2 -f- у2)2 =  2 т 2 (ж2 — у 2). Ь) Если полюс совместить с  
началом прямоугольной системы координат, а полярную ось совместить 
с осью Ох, то уравнение лемнискаты будет иметь вид: г2 =  2 т 2 соз 2у. 
Указание.  Ь) Для вывода уравнения в полярных координатах устанав
ливаем прежде всего положение системы координат: полюс совмещаем
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с началом координат выбранной нами прямоугольной системы, а поляр
ную ось совмещаем с осью Ох. Тогда будем иметь (черт. 125):. 
Р М ■ QM — т г. Выражая отревки Р М  и Q M  по известной формуле 
тригонометрии, приходим к уравнению

У  гг +  то2 +  2тг  cos 9 • У  г2 -f « а — 2тг  cos tp — w*.

Производя элементарные преобразования, получаем: (г3-(-лг2)2—
— 4/и2г2 cos3 ip =  m4; r4=  4/n2r2 cos2 у — 2т 2г*, или r*=  2m3r3 (2 cos2 ip— 1), 
и окончательно: r2 =  2/»2cos2p. График этой кривой изображён на 
черт. 126. 21*. х 2у2 =  (у +  а )2 (Ьа — у 2). Указание,  Из подобия треуголь

ников B M N  и В АО  (черт. 127) имеем: =  ~  . Так как О В — х — В У
г-------  У Л

и В У — у  62 — j/2, то приходим к уравнению: — ■ д ■ ■ -«= ------- - -----------,
  у  6а — у 2 І - Ѵ S’ - j / 2

или ху =  (a -f у ^ й 2 — У2, и окончательно: х 2у2=  (а +  у )2 ( і 2 —у 2). Способ 
построения кривой ясен из прилагаемого черт. 128. В данном случае 
график получается весьма просто из самого геометрического определе
ния кривой. На чертеже изображён вид кривой для случая а <  Ъ. Гра
фики для случаев а >  Ь и а =  Ъ вычертите самостоятельно. Весьма полезно 
убедиться в справедливости полученных графиков путём исследования

_ а 4- х  у О В
уравнения конхоиды. 2 2 * . у 2 =  х 2— 1— . Из черт. 129 имеем: —  >

CL X  л і Ѵ  л С /

А У  =  а + х ,  АО =  а , О Б 2 =  В М г =  х 2 +  (у — ОБ)2, откуда ОБ  =. .

Подставляя найденные значения в составленную выше пропорцию, после 

элементарных преобразований приходим к уравнению у2 =  х 2 Гра

фик строфоиды дан на черт. 130, из которого виден и способ построения 
кривой. 2 3 * . х 3= у 2 (2а —х). Указание.  Из черт. 131 имеем: ОР  =  У  х 2 + у-,

Е  П 2 іі 2 а
E D 2 =  O E B E ,  откуда В £  =  ~ 4 г ;  E D = 2 a - t g  <е =  2 а -А - , 0 Е = -------=> J «  6 т х  > со з ?

_ 2а У  х  + у   ̂ о р  _  в Е , то У я2-)- у 1 =  У — =, и оконча-
* х 2-2а ) / х 2-|-у2

тельно: х3 =  у 2 (2a — х). График кривой изображён на черт. 132. Из этого 
чертежа ясен и способ построения кривой. 2 4 * . r =  m -j- 2a cos ?. Указа
ние.  Примем точку О за полюс, а полярную ось совместим с диамет
ром 0 D .  Из прямоугольного треугольника OBD  (черт. 133) имеем: 
r = O M  =  В М  + О В  — m +  2а c o s f . Следовательно, искомое уравнение 
есть: r =  m +  2 a co s? . График кривой дан на черт. 134, из которого ясен 
и способ вычерчивания этой кривой. На чертеже изображён случай 
т  <  2а. Графики для случаев m = 2 a  и т  >  2а построить самостоя
тельно. 2 1 * . Kdx +  В 1 — г- =  0, если эа ось Ох принять линию центров, 
а ось Оу провести через середину линии центров. 2 S . Если за полюс 
принять вершину прямого угла, а эа полярную ось одну из его сторон, 
то уравнение геометрического места будет иметь вид r =  a sin  2f (см. 
упражнение 2). 3 0 .  Если ва ось Ох принять основание А В  треуголь
ника, а эа ось Оу соответствующую высоту и обозначить абсциссы



точек А, В через а, Ь и ординату точки С через с, то уравнение геометри-
* X у

ческого места будет: у =  с и rj—.—- -тг +  — =  1. (Проверить результат
/2\а I и) *

геометрически). 31. Прямая, перпендикулярная к прямой, соединяющей 
заданные точки. 32. Окружность. 33. Прямая. 34. х 2— у 2 =  а 2, если 
координаты заданных точек (а, 0) и ( — а, 0).

К стр. 89 — 05

I .  a) (я  +  2)2 +  (і/ +  3)2 =  9; b )  (я -  2)2 +  (у  +  З )2 =  25; с) ( я - 5 ) 2 +  
.р.(у — 6)2 =  13: 2 * .  (я — 3 )2 +  (у +  5 )2 =  100. У ка за н и е .  У р ав н ен и е  о к р у ж 

н ости  (я — а )2 +  (у — Ь)2 =  г2 д о л ж н о  у д о в л е тв о р я ть  к о орди н атам  данны х  
точек. П о д ст ав л я я  п о сл ед о вател ьн о  вм есто тек у щ и х  к оордин а^йтоорди- 
наты  этих точек, получим  тр и  у р а в н ен и я  о тноси тельно  неизвестны х 
вэл и ч и н  о , Ъ и г2; реш ив эту  систем у, найдём  искомое у р авн ен и е. 
3 * . 8 = 0 ,  С =  A ,  D  = — 6А ,  Е — — k A ,  F  = — 12А .  У ка за ни е .  У р авн ен и е  
о к р у ж н о сти  р ад и у са  5 с центром  в то чк е  (3, 2) м ож ет бы ть написано  в 
виде (х —  3 )2 +  (з/ — 2)2 =  25, или , р а ск р ы в ая  с к о б к и  и п ерен ося  все члены  
в леву ю  ч а с ть  у р а в н ен и я : х 2 +  у 2 — 6я — 4 у — 1 2 = 0 .  Т а к  к а к  у р авн ен и е  
А х 2 +  В ху  +  С у 2 +  Dx  +  Е у  F  =  0 д о л ж н о  в ы р аж ат ь  эту  ж е о к р у ж н о сть , 
то  коэф ф ициенты  эт о го  у р а в н ен и я  д о л ж н ы  бы ть  п р о п о р ц и о н ал ьн ы  
коэф ф ициентам  нап и сан н о го  выш е у р а в н ен и я . 4*. а) (2, — 1), - г = 2 ;

5 | / ’2"
Ь) (—5/4, s/4), г =  —- —■; с) (3, 0), г = 4 .  Указание, а) Приведя данное

уравнение к виду (я — 2)2 +  (у +  1)2 =  4, зак л ю ч аем /ч то  координаты 
центра суть (2, — 1) и радиус равен 2. Ь) Предварительно разделить 
уравнение на 2, а затем поступить подобно тому, как это сделано 
в п. «а». 5 . х г -f у 2 — 2ая — Чау +  а 2=  0. 6 . х 2+ у 2 —  6я =  0. 7 . х 2 + у 2 +

' +  8у =  0. 8 . ( x - f 5 ) 2 +  (y — 3)2= 9  и (я - f  5)г + (у +  3)2 =  9. 9 * . (я — 4)2 +  
(у  _ 7)2 =  9 . У к а за ни е .  Д лин а  ради у са  равна расстоян ию  ^т центра 

окр у ж н о сти  до данной пр ям о й . 1 0 * . (я  — а)  (я„ — а)  -р (у — Ь) (у0— Ъ) =  г г. 
У ка за ни е .  Возьмём искомое уравнение к асател ьн о й  в форме: у  — у0 =  
=  Іс(х — х 0). Д л я  того чтобы  определить угловой  коэф ф ициент к к асател ь
ной , диф ф еренцируем  уравн ен ие окруж ности : 2 (я  — a ) d x  +  2 (у — b) d y =  0,

du х  — а , /  d y \  х  0 — а _
откуда £ = - — ь . следовательно: Пол-

ѵ=ѵо
ставляя найденное значение коэффициента к в уравнение касательной, 
приведя всё уравнение к общему знаменателю и прибавляя к левой 
части сумму (х6— а )2 -f (у0— Ь)2, а к правой — равную этой сумме вели
чину г 2 [точка (я0, у0) лежит на окру?кности, а потому координаты её удов
летворяют уравнению окружности], после элементарных преобразова
ний получим уравнение касательной: (я —а) (я0 — а) +  (у— Ь) (у0 — Ь) =  г2.
II . я0я +  у0у =  г2. 12. 4я +  3у — 30 =  0. 13*. я — Зу — 10 =  0 иЯя—у +  10 =  0. 
Указание.  Уравнение касательной возьмём в форме яоя +  уоу = 1 0 ,  где 
(я„, у0) суть координаты точки касания. Значения этих координат най
дём из двух условий: 1) координаты (я„, у0) должны удовлетворять 
уравнению окружности (точка касания лежит на окружности) и 2) точка 
( — 5, — 5) лежит на касательной, а потому её координаты должны удов
летворять уравнению касательной. Таким образом, получаем систему 
двух уравнений относительно я„, у0: х% +  у2=  10, 5я0 +  5у0 — — 10.
Решив эту систему, найдём две пары эначений: я0= 1 ,  у0=  — 3 и 
х0 =  — 3, і/о=  1. Подставляя эти значения в уравнение касательной
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получим касательные; х — З у — 1 0 =  0 и Зя — у  +  1 0 =  0 !4 . я +  2 у 4  5 = 0  
и 2я — Н у -f- 2 5 =  0. 15*. 2я -f Зу 13 =  0. .Указание. Координаты точ
ки касания найдутся из двух условий: 1) эта точка лежит на окруж
ности и 2) угловые коэффициенты касательной и данной прямой рав
ны. 16*. rf =  6. Указание.  Длина (d) касательной есть катет прямо
угольного треугольника, вершины которого лежат: 1) в центре ок
ружности, 2) в данной точке М  и 3) в точке касания. Поэтому ве
личина d 2 определится как разность между квадратом гипотену
зы (расстояние между центром окружности и данной точкой М)  
и квадратом радиуса окружности. Таким образом, будем иметь:
d« =  [ (7 -2 )*  +  (8 — 3)2] - 1 4 ,  откуда d =  6. 17. d =  9 . 18. а) Ц  +  у~  =  1;

Ь>Б+Т-1; с> S+S- * d> й + ІГХ'е) Ш+£=1; f> В+?-_*
g )f i  + S = 1 - ,9 -2а=10; 2 Ь  =  8 ’ F1 (3> 0); 3 , о); 8=0,6. 2Э.а )^1  х

Ы | / Т ; с) I p ,  d) 0,8. S l . j  -  / г а  82. <*=*£+g _ ,,

-}- — =  1 в зависимости от того, лежит ли на оси Ох большая или малая

о с ь э 1 п с а . 2 3 . ^  +  ^ = , 2 4 . ^  +  ^ = ,  2 5 . Ни

одной; две; одну. 2 6 . я — З у -(-1 2 = 0 . 2 7 . ( 5 ,—4). 2 8 * . я +  у  — 3 =  0 и 
я — 5у  — 9 =  0. Указание.  Обозначим координаты точки касания через

я ,, у ,. Тогда уравнение касательной будет иметь вид: -f- Щ* =  1. ТакимО О
образом, задача сводится к нахождению координат точки касания. Так 
как касательная проходит через точку ( 4 , - 1 ) ,  то координаты я,, у 1

должны удовлетворять уравнению — р  —  1. С другой стороны, коор-О О
х^ ѵ?дииаты я ,, у , должны удовлетворять уравнению эллипса: - 1 =  1. Ре-О «5

шая полученную систему уравнений относительно x lt у ,, находим коор
динаты точек касания (2, 1) и (2/,,  —®/8). Подставляя найденные значе
ния координат я„ у 1 в уравнение касательной, получаем касательные 
х + у — 3 = 0  и я — Ъу — 9 =  0. 2 9 . 9я +  5 у — 39 =  0 и я — у +  5 = 0 .  
3 0 *  . Зя — у  +: 7 =  0. Указание. Координаты точки касания можно опре
делить из условий: 1) они должны удовлетворять уравнению эллипса 
и 2) 'угловые коэффициенты искомых касательных должны быть 
равны угловому- коэффициенту данной прямой. 31 . х  +  у ±  3 =  0.

£ + £ - . . =  £ + £ - .  м .  ? + ? - . .

3 6 .  +  3 7 , ^ Г ^ ^ Г ~ 1‘ 3 8 *’ ^я +  6у — 11 = 0 .  Указание.

Если обозначим через к угловой коэффициент искомой хорды, а через 
к '— угловой коэффициент диаметра, сопряжённого хордам, имеющим 
направление к, то, как известно (стр. 78), угловые коэффициенты к и к '

будут связаны соотношением к =  — Так как всякий диаметр про

ходит через начало координат, то уравнение диаметра, имеющего на
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правление к ',  можно представить в виде у = 6 'ж . Вследствие того, что 
диаметр должен проходить через точку (1, 1) (он сопряжён хордам, 
имеющим направление к, и, следовательно, должен проходить через 
середину искомой хорды), координаты (1, 1) должны удовлетворять 
уравнению у — к ' х , откуда получаем: 6 '= 1  и к ’ = — 5/„. Следовательно, 
уравнение искомой хорды будит: у — 1 =  —1•/, (ж — 1), или 5ж + 6у — 11 =  0.

48 Ѵ̂ 2~
3 9 . Ьх—4у—1 4 = 0 . 4 0 .  — Л— . 41*. Концы диаметра симметричны отно-О
сительно начала координат, т. е. координаты концов одинаковы по аб
солютной величине, но противоположны по знаку. Поэтому, если 

координаты одного из концов диаметра обозна
чим через х х, Уі, то координаты другого кон
ца будут — х ѵ — у Следовательно, уравне
ния касательных, проведённых в концах диа-

XX. , уу .  хх .  .метра, будут иметь вид — и —-2 4 -* а л о* а*
W

+  т^г =  — 1, откуда видим, что угловые коэф*ч О
фициенты этих прямых равны. 4 2 .  у = -$ -З ж .  

Черт. 135 . 4 3  60о_ 44> А =  1/>. к , =  _ 1; 4 1 ^ 5  8 ^
У 3 у  з

45 . 21^3 , 4 у ^ 2 . 4 6 * . у =  ’±  —ж. Указание. Пусть у =  Аж и у  =  к ' х

будут уравнения искомых диаметров. Диаметр у =  к' х .  равный диаметру 
у =  кх,  очевидно, симметричен с ним относительно осей. Следовательно,

к' =  — к. Поэтому кк'  = — кг =  — откуда Л = + - ^ -  и к ' =  —  .

4 7 . у  =  ± 3 х .  4 8 . 4 9 * . Эллипс. У казание.  Стороны прямого угла
О

принимаем за оси координат. Полагаем A M — а и В М = Ь .  Из черт. 135
X V Жа

мы имеем: — = s in  М A N , — =  cos M A N ,  откуда - , 4 -  я— =  1, т. ѳ. точка М
а о а о

описывает эллипс. Если точка М  совпадает с серединой отрезка А В ,  то
4

а =  6, и мы имеем окружность: ж2 +  у2 =  а 2. 5 0 .  р = -----------   .
3 — у  5 cos в

5 . .  a ) g - g = t ;  Ь> J - g - i ;  o j - j j - i s  d ) £ - £ - i ;

° й _ Й = 1 - 52- 2а =  24: 2Ь =  10: Fl(13, 0): F‘ ( - 1 ^  0); в = и /**-

5 3 . « с о з - |- = 1 .  5 4 . у  — ± * / ѣх.  5 5 . г, =  6; г2= 1 4 . 5 6 . j  — | -  =  1.

5 7 . і  — у — 2 =  0; ж — у +  2 =  0. 5 8 . ж — у — 1 =  0; 9ж +  5у — 23 =  0.

5 9 . З ж - 2 у ± 4  =  0. 6 2 .6 .  6 3 .  а =  —^ - , 6 = - - Z _ _ . . 6 4 . f  —  t  =  uea — 1 т / вз  i  15 6

6 5 . 2ж — у ± 1 = 0 .  6 6 . ^ - ^ = 1 .  6 7 . s = ] / 3  . 6 8 .  2ж—у = 0 и ж —3 у = 0 .

6 9* . 5 у ± 2 ж  =  0. Указание. Коодинаты точек пересечения диаметра 
с гиперболой найдутся из двух условий: 1) эти точки лежат на гипѳр 
боле и 2) расстояния этих точек от центра гиперболы равны У 29.
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7 0 . у =  ± | * .  7 І .а ) ж * - у *  =  8; Ь ) ^ - £ = 1 ; ' с )  § - ^ = 1 .  72*. а ) / 2 ;  
2

Ь)—гг=. Указание. Действительная ось делит угол между асимптотами по-
V з

полам. 73*. Обозначая через (ж, у) координаты произвольной точки гипер
болы и через d , и расстояния этой точки до асимптот, будем иметь:
л 6ж 4  a y  J Ь х — ау  , , 62ж’ — a V  а 362а ,  - - -  и аа =  .. — откуда а, а , = -------------—  =  —_

/ а 2 + 6 3 / а »  +  Ь* 1 3  л* +  Ъ‘ с*
7 4 . гаж +  Жііу =  2т х 0, 75 . а) у3 =  16ж; Ь) у 2 =  8ж; с) у 2 =  — 8ж; d) жа =  12у;
е) ж1 =  8у; Г) ж» =  — 8у; g) у 1 =  6ж — 9; h) ж» =  6у — 9. 76* . а) (у — Ь)г =  
=2/> (ж — а); Ь) (у — Ь)!=  —2р  (ж — а); с) (ж — а)2=  2р (у — 6); d) (ж - а )2=  

2/> (у 6). Указание, а) Перенесём предварительно начало коор
динат в точку (а, 6), не меняя направления осей (черт. 136). Тогда 
по отношению к новой системе коорди- .
нат х 'О ’у '  парабола будет расположена *
гак, что её ось симметрии совпадает с 
осью абсцисс и вершина будет лежать в 
начале координат; следовательно, урав
нение её будет иметь вид у '2 =  2р х ' .
Переходя теперь к прежней системе ко
ординат (формулы перехода: ж '=  ж — а,
У — У — 6), получаем уравнение парабо
лы относительно системы координат ж Оу:
(у — 6)2 =  2р  (ж—а). Ь) Так как в этом 
случае абсцисса фокуса относительно но-

гельна, то у р авн ен и е  п ар аб о л ы  (отно- Черт. 136.
си тельн о  новой систем ы ) п р и н и м ает  вид
' / ' г— — 2уж '. П ер ех о д я  о п я т ь  к п р еж н ей  систем е, получаем  ур авн ен и е

( ff 4 д с  В 3\
— 2 ~А ’ —4 А—  У’

(

4А

Р =  2А  ! ось симметрии параллельна оси Оу. Ь) Координаты вершины

Ш Р  — /V2 N  \  1
 4~АІ ’ — 2Д/ ) '  217 ’ 0011 симметРии параллельна оси Ох.

Указание, а) Перенесём свободный член С в левую часть, разделим всё
уравнение на А и дополним правую часть до полного квадрата: 
у С В1 В  В 1

д- — д  “г  4Д 2=  х  ~і~ ~д х  + 4д і  * таким образом, получаем уравнение

. 1 /  4А С — Д2\  /  , В  Л 2 „
в форме д- I у  — ----- )  ~  \ х  2А  )  • ^ ы видим, что данная кри

вая есть действительно парабола, вершина которой лежит в точке 
/  В кАС — В * \  1
V _  2А  ’ ------4А —  ) '  паРаметР её Равен —  и ось симметрии парал

лельна оси Оу. Ь) Поступая, как и в предыдущем случае, получаем
1 А Ш Р  — №  \  А N  \ 2 

уравнение! ^ ж  — ----- )  =  \ У ^ ~ 2м )  • 7 8 ‘ а) Координаты
1

вершины (1, 6); р = д - ; ось симметрии параллельна оси Оу.  Ь) Координаты
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1
вершины (5, 25); /> =  — — ; ось симметрии параллельна оси Оу. с) Коор

динаты вершины (— 6, — 3); р =  -і- ; ось симметрии параллельна оси Ох.

7 9 . Чр. 80*. Зх — у  — 11 =  0. Указание.  Уравнение хорды напишем в ви
де: у — 1 =  к ( х — 4). Уравнение диаметра, сопряжённого хордам, име-

3
юідим направление к, есть (стр. 84): . Так как этот диаметр

3
должен пройти через точку (4, 1), то будем иметь: 1 =  -т , откуда оп-К
ределяем к = 3 .  Таким образом, получаем искомое уравнение хорды: у —
— 1 =  3 ( х  —  4), или Зх — у  —  11 =  0. 81. 4ж — у —  5 =  0. 82. у = ±  4. 
83. 2ж — 2t/ +  5 =  0 и 8ж +  4г/ +  5 =  0. 84. (9, 6 У 3). 85. ж + у + 1 = 0  
и ж  +  Зу +  9 =  0. 86. а) Чх — у +  2 =  0; Ь) ж +  у +  4 =  0. 87. Парабола, 
фокус которой лежит в данной точке и директрисой которой служит 
данная прямая.

К  стр. 112—114
I. а) ( - 2 , - 6 ) ;  Ь) ( — 2, 4); с) ( 6 , - 6 ) ;  d) (6 ,4 ) .  2 . ( 1 2 , - 2 2 ) ;  

(— 12, 22). 3 . ( 3 , - 3 ) ;  (— 3, 3) 4. (— 7, 5). 5. 4Х 2 — 5ХУ +  У2 +  11 = 0 .
6 . При помощи переноса начала (сохраняя направления осей) уравнение 
преобразуется к виду X 1 — У2 = 3 /.і (гипербола). 7. а) ж =  Х ; у =  — У;
b) ж = — X; у =  — Г. 8 . ж = У ;  у = Х .  9 .  Х = + 2 ,  Y  =  0. 10 . На угол 
в 135° или в 315° . Тогда координаты точки М  будут соответственно:
X  =  — У  2, Y  — — У 2 ;  X  =  +  У Ч  , Y  =  +  У ч .  II. Уравнение не измѳ-

а2
нит своего вида. 12. х ' у '  =  — — . 13. X 2 — У2= 2 .  14. Повернуть си

стему координат на угол в 45°; тогда уравнение примет в и д Х 2 +  ЗУ2 =  
=  2 (эллипс). 15. Не изменяя направлений осей, сделать перенос начала 
(система X O 'Y )  и затем сделать поворот системы координат X O 'Y  
(система X ' 0 ” Y ') .  Уравнение преобразуется к виду 9Х '2 +  ЗУ'2 =  68 
(эллипс). 16. У = 4 Х 2. Вершина О ' (1, 1). Новые оси координат имеют

направления старых осей. 17. У = — ЗХ 2. Вершина ^ 0"

вые оси координат имеют направления старых осей. 18. Х У  =  — 5. Центр 
(— 4, 2). Новые оси координат имеют направления старых осей. 19. а) 
X 2 У2
—  +  —  =  1, новое начало 0 '(3 ,  — 1); b) X 2 — У2= 1 ,  новое начало

О' (— 3, 2); с)  У2 =  4Х , новое начало 0 ' ( — 4, 4); d) Х 2= 2 У ,  новое на
чало 0 ' ( — 3 , — 2). Указание.  Выделить сначала в каждом уравнении

X 2 У2
полные квадраты. 20. а) —  і; Ь) У2= 2 Х 2 (пара прямых); с)

1о 4
X 2 Y 2 14 2
=  г = 1 .  21 . Х =  +  - -  , У =  — -  , если в формулах (11) и (12)
1 о 4 о о
(стр. 107) перед радикалами взять знаки минус. 2 2 . (3, — 2), если в фор
муле (11) перед радикалом взять знак + ,  а в формуле (12) (стр. 107) знак

— . 2 3 .

■arctgl

Л(1, 1); В (2, 2 / 3 ), С ( - 4 , 4 ), D  ( У  3, - 1) .  24. а ( г  =  |Л з, 

Г( “ £ ) ) ’ В ( Г ? -------У )  С (г -в . , -0 ) ,1 ) (г -4 ,

*“ - £ )  • 25- r =  26< (**+»•
Ь) (ж’ +  у2)3 =  4 a V y \  27. Второго.
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К  стр. 140-141
I. —4; 8; - 4 8 ;  аЬ; —2 (ж3 +  у3); ( х — у) [ у — z) [ z - х).  2 .  а ) ж = 1 ;  

у=.  0; 2 = 1 .  Ь) я =  а; у  =  1; z = — 1. с) я =  7 к, у  — — 2 к; 2 =  — 5А, где л 
произвольно, d) x  =  y  =  z =  0. е) ж =  2/6 ( 9 — 7г), р = 1/6 (1+ 2г), ъ произ
вольно. f) Система несовместна. 3 .  4. кв_. ед. 4 . Да, лежат. 5 . ж+  4у —

-11 =  0. 8 . h e =  ±

*і У х  1
*2 У х  1
Х з  У х  1

*і У х  1 
Ух 1 

*3 У з  1
8. Против

у  (жа— хзу + ( у 1 — у1)і 
часовой стрелки. *9 . a) cos (а +  (i); b) sin (а +  р); с) 0. 10 . A C F  +

+  4 B D E  — А Е г —C D S — F B l . II . а) ж1 = 2, ж2 =  3; Ь) жх =  2, жа=  — у  ; 

с) ж =  2.
К  стр. 171—173

I. (1, 1). 2 .  а) (2, - 1 ) ;  Ь) (•/„, - “ /*); с) ( - 1 ,  2); d) ( 1 , - 3/а); в) кри
вая центра не имеет; f) кривая распадается на пару прямых. 4 * .  х у —ж—  
—4 =  0. У  казание. Если перенесём начало координат в центр искомой кри
вой, то уравнение её не будет иметь членов, содержащих первые степени 
текущих координат. Следовательно, уравноние её может быть написано 
в виде: А Х 2 +  2 .В Х У + СУ2 +  F ' = 0 ,  где X  и У суть текущие коорди
наты относительно новой системы координат, a F ' — свободный член, 
получающийся, как известно, подстановкой в первоначальное уравнение, 
координат центра вместо текущих координат. Написанному уравнению 
должны удовлетворять координаты точек, через которые проходит кри
вая, но координаты этих точек должны быть уж е выражены относи
тельно новой системы координат. Пользуясь формулами переноса нача
ла, находим координаты точек относительно новой системы: (2, 2), (4, 1), 
(— 1, —4). Подставляя эти координаты вместо текущих координат, полу
чаем систему уравнений относительно коэффициентов А , В , С, F ':  4А +  
+  8 В + 4 С  +  Е ' = 0 ,  1 6 X + 8 B  +  C +  F ' =  0, А  +  8В +  16С +  F ' =  0. Деля

А. ТЗ С
каждое уравнение на F ' , находим; —, =  0, ^ -  =  — 4 S, —  = 0  и полу

чаем, таким образом, уравнение: Х У — 4 =  0. Переходя теперь к старой 
системе координат, находим искомое уравнение х у  — ж — 4 =  0. 5 . ж2 —
— жу +  2ж— 2 =  0. 6 .  а) 4ж2 — 4у 3— 3 = 0 .  Ь) 2ж2 — 3у2 — 2 =  0; с) 4а;2 —
— 16т/а — 11 =  0. 7 . а) Зж2 +  у2 =  2; Ь) 6ж2 +  у 2= 1 2 ; с) 6ж2 — 4у!= 7  8 * .а)

6ж2 +  у 2 =  12; Ь) у 2= ^ =  ж; с) (ж — і/2)2 +  (у  — 3/а)2 =  9. Указание.

а) Так как в данном случае А С —В г=Ъ  • 2—4 =  6 =£ О, то данная кривая 
имеет определённый центр. Для нахождения координат центра диффе
ренцируем сперва уравнение кривой по ж, затем по у  и приравниваем 
нулю получающиеся при этом выражения: 10ж + 4 у — 2 4 = 0 , 4ж + 4 у — 12 =  
=  0. Решая эту систему уравнений, находим координаты центра: ж = 2, 
у =  1. Подставив найденные значения в уравнение кривой вместо теку
щих координат, определяем свободный член простейшего уравнения 
£ /„ = — 12. Для нахождения коэффициентов при текущих координатах 
простейшего уравнения составляем уравнение вида: к г — (А  +  С) к +  
+  (А С —Л 2)= 0 , корни которого к г и к 2 и будут коэффициентами уравне
ния fcjX'2 +1с2У '2 +  и й— 0. В данном случае будем иметь: к 2— 71с+ 6 = 0 ,  
откуда Ас-=  6, Ас_= 1. Следовательно, простейшее уравнение будет 6Х '2 +  

X '2 У'2
+  У'2—1 2 = 0 , и л и — - + =  1, т. е. данная кривая есть эллипс. Для
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построения исследуемой кривой находим уравнения главных диаметров. 
Воспользовавшись соответствующими формулами, получим: я— 2 у = 0  
(уравнение оси О' Х' ) ,  2я +  у — 5 =  0 (уравнение оси O 'Y ' ) .  Построив по
найденным уравнениям 
вой относительно этих

главные оси кривой и .зная уравнение кри
огей, строим график эллипса (черт. 137). 
Ь) В этом случае А С —В 2=  1— 1 = 0 ; следова
тельно, кривая будет параболой. Перепи
сывая уравнение кривой в форме [х +  у )‘— 
—4я +  у  — і  =  о ( 1 ) ,  видим, что о =  1, Р =  1, 
D = — 2, 2 ? = 3/а. Составляем уревн,ниа главно
го диаметра, которое, как известно, имеет вид

ох +  Ру +  - ^  — 0. Подставляя найд н-

шины,

-*+  рз
ные выше значения коэффициентов, получаем: 
х + У  — 3/« =  0. Решая Севместно уравнения 
главного диаметра кривой, находим коорди
наты вершины параболы (7і«, и /і«)- Тешрь для 
приведения уравнения (1) к простейшему виду 
применяем формулы преобразования коорди
нат: я =  X  cos о — ysin<p-t-z0, у = Х  s ' n f  +  
+  У cos ? -f y 0, где я0, y 0 суть координаты в. p-

X

У  >!+Р*’
Боря в этих формулах верхние знаки, получаем: s i n ? =

a sin ? и cos f  определяются при помощи формул sin 

cos f = ± ^ r = L =
/«ч-Р»

1 , 1 
=  — ^ = г  , cos =  -f- у.-=  и формулы прэобразования координат при-

X  Y  нимают вид: х  =  — -1— —  4 - і/  2 У  2 Ѵк У =
X
у  2 — F = + Uh f  Подстав- 

Ѵ і  5
ляя эти значения х  и у  в  уравчение(І), приходим к уравнению Y !— — — X ’.

2 у  2
Для построения парабо
лы строим прежде глав
ный диаметр по его урав
нению и вершину пара
болы (7і«,п / і 3) (черт. 138).
Положительное направ
ление на новой оси абс- 
цисс определяется зна
ками sin  и cos угла ?; так 
как в исследуемом слу
чае мы взяли для sin tp 
знак— , а для cos <f знак 
+  , то, вначит, угол ? ле
жит в четвёртой четвер
ти (в нашем примере он 
равен 335°). Зная теперь 
уравнение параболы от
носительно системы X O ' Y ,  легко построим и её график (черт. 1?9). 
З а м е ч а н и е .  Если бы мы взяли нижние знаки в формулах, опре-

Черт. 138. Черт. 139.

деляющих s i n?  и cos 

Однако это отнюдь

?, то пришли бы к уравнению 

не значит, что мы имели бы

—  X .У3= -
2 / 2 

другой график
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параболы: в этом случае угол ? лежал бы во второй четверти, 
т. е. положительное направление на оси О 'Х  было бы противо
положно тому, какое указано на черт^ 138. 9 . а) я3 — у 2 — 1;

b) 2я3 — 4і/3 =  9; с) Х* — ^  =  1; d) і/3 =  ^ J * ;  е) “ У  =  *5 0  » * -

=  4 / 2 * ; g ) £ - £  =  l; h) g  +  f  =  1 ; i, k) f  +  ?  =  H

1) у 2 =  ~  я; m) j/3 =  — l—  x; n) 13я3 +  52i/3 =  3; o) (5 +  У  10) я3 +  
*V_5 5 / 5

+  ( 5 - / 1 0 )  2/3=  2e/»; P) ( / 2 9 - 2 ) я 3 - ( 2 +  / 2 9 )  — 2 =  0; q) 13y 2 -
108— я = 0 .  10*. Парабола. Осью симметрии служит биссектриса коорди

натного угла. Парабола касается осей координат в точках (а, 0), (0, а). 
У казание.  Возводя данное уравнение во вторую степень, получаем: х  + 
+  2хЧо уЧг + у = а .  Уединяя член 2х 1І г у 1І2, возводя опять обе части урав
нения в квадрат и перенося все члены в левую часть уравнения, приходим 
к уравнению: я3— 2ху +  у 3— 2ая— 2ау +  а"2= 0 ( 1 ) ,  откуда легко видеть, 
что кривая есть парабола. Уравнение главного диаметра: у =  я. По
лагая в уравнении (1) і /=  0, получаем: (я—а ) 3= 0 ,  откуда следует, что 
парабола касается оси Ох в точке (а, 0). Аналогичным образом убеж
даемся, что парабола касается оси Оу в точке (0, а) (черт. 139).

К  стр. 1 8 3 — 184
2. Точка ленит: а) на оси О я; Ь) на оси Оу: с) на плоскости yz\ 

d) на плоскости xz .  3 .  а) Стнос. плоскости хСу:  (2, — 3, 1); (а, Ь,\— с); 
относ. плоскости yOz: ( — 2, —3, — 1); (—а, 6, с); относ, плоскости я Oz: 
( 2 , 3 ,  — 1); (а,  — Ь, с): относ, оси Ох: ( 2 , 3 , 1 ) ;  (а,  — Ъ, — с); относ, оси 
Оу: ( - 2 , - 3 ,  1); (—а,  6, — с); относ, оси Oz: (— 2, 3 , - 1 ) ;  (—а ,— Ь, с);

c) относ, начала координат: (— 2, 3, 1); (— а, — Ъ, —с). 4. S  ( '

_ f  а а /  а а \  „ /  а а f  а  а
/  2 ' 2 1 )  ’ 2 V — 2 ’ 2 ’ у  ’ С _  -2 ’~  2’ V  ’ С2 ’ 2 ’

О ^ . 5. а) На плоскости, делящей пополам двугранный угол между

плоскостями я Oz и yOz\  Ь) на плоскости, делящей пополам двугранный 
угол между, плоскостями я Оу  и я Oz; с) на плоскости, долящей пополам 
двугрангый угол между плоскостями хО уп  yOz.  6 . О А  =  /  50; dx=  У  34; 
dy — У 41; d z— 5. 7 . d = 3 .  8* . г = 7/3. Указание.  Определяем сперва координа
ты центра сфіры как точки, равноудалённой от денных точек. 9 . ( 1 ,5/3, ‘/3). 
10. /Г 4 9 ,  2 /1 4 ;  13, (6, 3, 3%). II. В  (10, О, 37 6). 12. Относительно одной 
системы (—3 ,—1, 3); относительно другой системы (3 ,1 ,—3). 13. Несущест-

1 1 1  вует. 14. cos a = co s  p = c o sy  =  ——  . 15. cos а = ------ =  ; cos 3 = c o s r = —==.
/ 3  / 3  / з

16. COS a =  3/8, COS P = — 3/3; COS Y = — Vsi COS а =  COS P =  COSf =
=  ±  7a / з . 18. J l  =  11 , COS а =  — cos P =  — */u, cos T =  */ii- *9 - T= 
=  60°, A  (3, 3 / 2  , 3). 2 0 .  r = 1 0 / 3 ;  z =  - / _ 11, c o s P = * / i 5 / 3 ,  
cosy =  — V so/33 . 21 . cos ?! =  3/, / 5  , cos ?2 =  */7/ 13, cos ?3 =  3/ , / l 0  . 
22* . d  =  13, cos a / j3, cos p — */„, cos у “ aa/is* к a 3 а пне . r i л л оп
ределения направляющих косинусов прямой, проходящей через эти 
точки, переносим начало координат в точку А ,  сохраняя неизмен-
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ными направления осей. Определяем координаты точки В  отно
сительно новой системы: ж ' = 5 — 2 = 3 ,  у ' = 1 — 5 = — 4, z' =  11  + 1 =  12. Те
перь легко видеть, что cos 1 =  3/із' cos P = —4/із- co sy  =  12/u - 23. d =  5. 
c o s a = 4/3, c o s p = —3/s> c o s f  = 0. 24. 60°. 25. 90°.

К с т р . 216—217

I. r =  r' +  r„, или я =  я' +  а , y  =  y ' + b ,  z — z ' +  c.  2*. x =  x 'c o s  (x, x ')  +  
+  y '  cos (x, y ' ) + z '  cos (x, z'),  у =  я' cos (y, x ' )  +  y ' c o s  (y, y') +  z 'cos (y, z'), 

z =  x ' cos (z, x ')  +  y '  cos (z, y ' ) - j-z' cos (z, z') . У казание.  ix  +  jy +  k j =  i 'x '+  
+  І 'у '  +  k ' z ' ,  где i ,  j, k —три основных единичных вектора с крой систе.ѵы, 

а Г , j', k ' — единичные векторы нсвой системы. 3 . х  =  x 'cos(x , х ')  +  
+ у '  cos ( х , y ' ) + z ' c o s  ( я .  z' ) + a > У = х '  cos (г/, x ')+ y 'co s  (у, y ')+ z ' c o s  <2/. z ' ) +

+  6 , z =  x '  cos (z, ж') -|- y '  cos (z, y ')  -(- z' cos (z, z') +  c . 5. г = -Г| ^  Г̂а
l + (
zx

3 ’ ~ 3 ' * 3 ’ “ 3
с  -  г, +  Го +  г3 . _ * x  +  * , +  *„. .. Уі +  Уг +  У г .  .  zx +  z s  +  2 3 .
о . г — -  , х  g -  > У — ------- 5-------  1 z ---------------------

7 . r = +  m ,r, - f  m3r3 . т _  +  т .х г +  m 3x 3 .. m 1y 1 +  m ,y 2 +  m 3y3
+  +  TOj +  m2 -f- тг Wj-f-m2-f-w3

t o . z .  +  m„z*  +  m . z ,  _  .  ,—  „  3  _
z =   ------- :— — :------- . 8. А = У  3 a = 8 = y = a r c c o s — . 9*. Ука-

+  m 3 r  1 3
зание.  Решение получается аналогично примеру 6 на стр. 202.
10*. У казание .  Диагонали параллелограмма ОС =  Л +  В и А В  =  15 — А . 
13 . 135°. 14. 60°. 15*. Указание.  Ваять в плоскости O X Y  два еди
ничных вектора а и Ъ, составляющих с осью абсцисс соответственно 
углы а и — {5, и составить ab. 16. Нельзя. 17*. У казание.  Рассмо
треть векторное произведение двух единичных векторов, лежащих 
в плоскости ху  и составляющих с осью х  соответственно углы а и р.

18. 3 / 1 0 . - 1 8 .  V . /1 5 6 2 .  20. */. і / | у ' ! ' Г  + І 2 'А 'Г  +
X  Y  
X ’ Y ’

2 1 . s i nC =  -

, / \ Y  z а Z  X  1 2 I X  Y а

V  1 Y '  Z ' + Z ' Х ' \  +  X '  Y '
Y X *  +  Y* +  Z* У  X ' 2 +  y ' 2 +  Z '2

22. 1. 26. 22,5.

27. и/ю» У 109. 28. —58і — 20j -f k;— 104. 29*. хР) = 7/,/б.

Указание.  Искомое расстояние будет представлять высоту параллеле
пипеда, основание которого есть параллелограмм, определяемый векто
рами—сторонами В и D, а третье ребро изображается вектором А —С.

К®—А)ХС! 20 У2~ „  г, я3 0 * . — -=+------ =  — — . Указание. Искомое расстояние будети 11
представлять высоту параллелограмма, основание которого есть вектор С, 
а другая сторона изображается вектором А —В.

К  стр . 238—240

I . а) Нет; Ь) проходит; с) нет; d) проходит; е) нет. 2*. a) cos а = 2/7, cos |3= 
= » /,, cos y=®/7. Р=5;  Ь) cos о = 21/79, cbs Р = 30/79, c o s f  =  _ « / „ ,  р = 84/79; 
с) c o s a = —Vs, c o s^ = 2/3, c o s t  = —’/3, p = 7 .  3 .  x = y = z = 10. 4 .  x = y = z = 4 .  
5. 2 я + 9 у —6z— 121 =  0. 6 *. Указание. Уравнение искомой плоскости будет: 
Л , ( х — 8 )+ B J( y + 7 ) + C 1 (z—5 )= 0 , причём вектор n ( A lt B lt СД можно
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принять равныч вектору А В  (6, —6 , 7), т. е . ^ = 6 , В ^=—6, С ,=  7. Под
ставляя последние числа в уравнение плоскости, получи.,, 6я—6 y + 7 z—
— 125 =  0. 7 . 1 0 я + 2 у  +  l l z  — 148 =  0. 8 . 2, —4, Vs- 9 .  x + y + z — 2 = 0 .  
10 . а) Плоскость параллельна оси Oz; Ь) плоскость параллельна плоско
сти j/Oz; с) плоскость проходит через ось Ох. 1 1 .  a) Зя + 2г—5= 0; 
b )y —3z=0; с ) у —2 = 0 .  1 2 . a) З я + 5 у + 7 г —100=0; b) 15я+17у—4 2 z + 238 =  0. 
13 . а) 45°; Ь) 60°; с) С0 8 у=*/а . 14. а) Зя—7 y + 5 z= 0 ; b) Зх—7 y + 5 z— 
—66=0; с) Зя—7у +  5z — 39 =  0 ; d) 3 x  — 7у +  5 з — 9 =  0. 15.  а) 5я +  7у +  
+ 3 = 0 ;  Ь) у—z +  7=0;  С) 5я + 7г—46= 0. 16. З я + у + 2 г —23 =  0. 17. 2 я +  
+ 3 y + z = 0 .  18. а) (5, - 7 ,  8); Ь) (—10, 0, 2); с) ( 3 , - 2 ,  - 5 ) .  19. d =  1. 
2 0 .  (0, —78/ш , 0) и (0, 78/13, 0). 21. 3 5 y + 1 2 z= 0  и Зу—4г =  0 . 2 2 . 20я—
— 4y — 5 z + “ 133 =  0 и 20я — 4у — 5г — 119 =  0. 23. 3 единицы длины. 
24*. 45я +  184у +  482z — 553 =  0 и 96я — 13у — 4z — 1106 =  0 . Указание.  
Искомые плоскости являются геометрическими местами точек, равно
удалённых от двух данных плоскостей. Для точек одной из искомых 
плоскостей эти расстояния равны по абсолютной величине и по знаку, 
а для точек другой — расстояния равны по абсолютной величине, но 
имеют противоположные внаки. Поэтому уравнение одной плоскости

З я + 2у + 6г—35 21я—30у—70z—237 „ 3a: +  2 y + 6 z—35
будет: ^т~- = т 7т г . V —. —  г~ - а ДРУГ0Й =

У  9 +  4 +  36 У 441+903+4900  

21я—ЗОу—70z—237

У  9 +  4+ 36

. После Элементарных преобразований по-у 441+900+4900

лучим уравнения, данные в ответе. 25. 4ж — 50у — 22z +  675 =  0 и 
46ж—50у+ 1 2 2 z+ 3 7 5 = 0 . 26. (<ях— а)(ж—aJ +  ̂ j —6) (у— 6 )+ (с1—с) (г— с) =  0.

я z 1
=  0. 28. z1y ~ y lz =  0. 29.у—У! =  0. ЗО .я—z + l  (у—г) =  0,27. я , г3 1

Х 3 Z2 1

я у 1 я у  Z

где 1 есть произвольный параметр. 31 . х і У і  1 =  0. 3 2 . А і  В г Сг

х 2 Уа 1 А ,  В г Сг

3 3 .  я =  Тк, у =  —2к, z = — Ък, где к произвольно. 3 4 .  я =  — -  

1 +  2z

=  0.

9 — 7z

У = a z произвольно. 3 5 . Нет точки пересечения.

36. (г — гД аЬ =  0;
я — Я і  у  — у 3 Z —  Zj 

т  п  р

Щ  пі Рі 

I * — У — Уі z —zx
I x z—xi Уі—Уі zi~H  

m n p

=  0. 3 7 .  (г—гД (r2—гД a= 0;

= 0 .

К  стр. 260—265

I. а) Прямая проходит через начало координат; b) прямая парал
лельна оси Oz; с) прямая параллельна плоскости xOz; d) прямая парал
лельна оси Оя; е) прямая совпадает с осью Оу; f) прямая перпендику-

301



лярна оси Ох и пересекает её; g) прямая лежит в плоскости yOz. 2 * . D — 3. 
Указание.  Координаты точки, в которой прямая пересекает ось Oz, 
будут (0, 0, Zj), где Zi— неизвестная координата. Эти координаты долж
ны удовлетворять обоим данным уравнениям, так как обе плоскости 
должны пересекать ось Oz в одной и той же точке. Подставив значения 
(О, 0, г,) вместо текущих координат в данные уравнения, получим два 
уравнения относительно z l и D : 1zl— 6 = 0 ,  — Z j+ .D = 0 , откуда найдём: 
0 = 3 .  3 * .  В = — 6; D = — 27. Указание.  Так как прямая должна лежать 
в плоскости яОу, то она пересекает оси Ох и Оу. Координаты точек, в 
которых прямая пересекает эти оси, соответственно будут; (я, ,  О, 0), 
(О, уѵ 0). Подставляя эти значения в данные уравнения, получаем четыре 
уравнения относительно неизвестных аг,, у ,,  В  и D: я , — 9 = 0 ,  З а ^ + Г ^  
=  0, — 2г/і— 9 = 0 ,  B y 1 + D  =  0, откуда находим: В  = — 6, D =  — 27.

4*.  а) 0  =  0, О,  =  0.  Ь) Л =  0; 4 ,  =  0, с) J  =  • §  ! d ) C = O  =  0, С, =

=  О1 =  0. Указание,  с) Для того чтобы прямая пересекла ось Оу, нужно 
чтобы обе плоскости пересекали ось Оу в одной и той же точке, т. е. 
чтобы координаты (0, у ,, 0) (где у г— неизвестная координата) удовлетво
ряли обоим уравнениям. Подставляя эти значения в уравнения прямой,

получаем: ^ + 0  =  0, 5 ^ + 2 ) , =  0, откуда у 1= —^ - , у 1= — ^ , а с л в -

В  D  1
довательно: - Б- =  . 5 . Точка А  лежит, а точка В  не лежит на даннойВ 1

прямой. 7*. 4я + 5 у — 32 = 0, И я + 10 z — 78 = 0, 11у — 8z — 8 = 0.
Указание.  Плоскость, проектирующая прямую на координатную пло
скость я Оу, должна удовлетворять двум условиям: 1) она должна 
проходить через данную прямую и 2) она должна быть перпендикулярна 
плоскости яОу, или, что то же, параллельна оси Oz. Исключим из двух 
данных уравнений координату z, для чего умножим второе уравнение на 
2 и сложим с первым. Таким образом, получим уравнение 4я-)-5у— 3 2 = 0 .  
Полученное уравнение является уравнением проектирующей плоскости, 
так как: 1) оно является следствием двух данных уравнений, а потому 
значения координат (я, у, z), удовлетворяющие двум данным уравне
ниям, удовлетворяют и полученному уравнению, что свидетельствует о 
том, что эта плоскость проходит через данную прямую, и 2) полученная 
плоскость параллельна оси Oz  (в уравнении отсутствует координата z). 
Уравнения плоскостей, проектирующих прямую на другие координатные

•  •> f 9я — 4у +  13 =  Оплоскости, найдутся аналогичным образом. 8 . 2 ^

Г І5я — 8z +  3 =  О, Г 5у — 6z — 14 =  0, „ .
I у =  0: { я і о .  9*.  я - f y - f  z=  0, у z 1 =  0.
Указание.  Уравнение всякой плоскости, проходящей через данную пря
мую, можно написать в виде я + у — z — 1 -f-А ( я — y- f -z- j -1) =  0, или 
(1 +  А) я -f- ( 1 — A ) y - f - ( — 1 + А )  z — ( 1 — А) = 0 .  Из  этих плоскостей нам 
нужно выбрать ту, которая проектирует нашу прямую на плоскость 
я +  у + z =  0. Так как проектирующая плоскость должна быть перпен
дикулярна плоскости проекции, то А должно удовлетворять условию  
(1 +  А) -1 -f (1 — Я ). l - f ( — 1 +Я) - 1  =  0, откуда находим значение Я =  — 1. 
Следовательно, уравнение проектирующей плоскости будет: у — z— 1 = 0 .  
Так как проекция прямой должна лежать на плоскости, на которую 
прямая проектируется, т. е. на плоскости я -f у +  z =  0, то, присоединяя  
это уравнение к найденному уравнению проектирующей плоскости, 
получим уравнения проекции: я +  у +  г  =  0, у  —  г  —  1 =  0. 1 0 .  2я +  2у +  
+  г — 15 =  0, 4я — 9 у Ю г  — 9 =  0. II .  a) cosa  =  4/18, cos j3 =  — 12/ш
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А' cos r =  - V i a !  b) cos a =  */s. cos Э =  — V s. cos у =  — •/,. 12. a) -

- y +  8 2 -k  4 £± j>  У — 7 z ч я у — 4 z — 12 j  j. .
2 1 ’ * 2 — 6  ~ T ; C ) T  =  ~ 6 - = = — 3— ’ COS( L1(L j ) -

=  “ / „ , cos £ ,)  =  cos (L 3, L L) =  »•/.!• ***• cos в =  , cos p =

5 1 „
=  ~  у Щ  ' C° S 7 =  ание- Чтобы определить направляющие ко

синусы данной прямой, надо выразить прямую при помощи нормальных 
уравнений. Для этого решаем данную систему относительно каких-нибудь 
двух координат, например я и у: я — 12 =  5z, у  -j- 5 =  — 2z, откуда полу

чаем нормальные уравнения: — -— =  ~  \  • Д алее> по известным

5 оформулам находим: cosa  =  - — cos 3 = -----— ,
Y  зо |/зо

cos y =  -т = -. 15. с о за =  
Y  30

= ~ i h ’ cos?= у т ’ C0S T = "7 ^ '  l6 , cos?=*/*i. 1 7• *) * - 2= 0,

y +  3 =  0; Ь ) ^ 2 = Ц ?  =  І + 8 . 18.
a — 2 5 1

=  2 , -J/=22* + 7 1 , z = 2 x —3. 2 2 . ^ - *  =  =  2 3 .  * = 3 z —1,

я — 3  у 4- 2 z-f-1
3 ~  3

2 x  1 у  — 2 z — 3

.  19. X

a

У — — 5z — 17/«. 2 4 . £ ^ - 2 =  ̂ ± l  =  - i± i_ .  25.
2 ± Y 6

я  — a y  — b z — с 
m '  n ' p '  

a '— a  b' —  b с ' — с
= 0,

x  —  a у  —  b z  —  С 

rn’ n’ p’
a "  —  a b "  —  b с "  —  C

=  0. 26. * — a _ y  — b _  z — с
a Pi ~  b p { ~  —  ( a m t +  b n j

ь у  — nz — Ь
27. т

V1 т '

I у — n'z  — Ъ'

t т

I т '

\ 28. (1, 1, 1). 29 . (5

n
n '

n
n'

= 0 .

= 0.

_  4 — 5 — 8 ’
3 3 . Va ] /б .  34* . “/is ^ 2 6 -  Указание. Следует провести пря
мую III через точку, лежащую на II прямой, параллельно I прямой, 

і чатім составить уравнение плоскости, проходящей через прямые II 
и III, наконец, найти расстояние от точки прямой I до этой плое-
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кости. 35 . р  =  — 5. 36 . 2* +  3i/ +  z +  5 =  0. 37 . х  — Зу — 2 — 10 =  0. 
38 . х  —  3y +  2z — 4 =  0. 39 . х  —  2у —  2z +  2 =  0. 40 . 2х +  у  —  1 =  0.

і  — а у  — Ъ г — с
41 х  +  1

48
У
37' m'

п
п'

Р
Р'

0.

44.

42.Х + y +  z — O. 43.

0. 45. (А1т  +  В Іп +  С1р )(А х  +  Ву +
х — а у  — Ь г — С 
а '  — а Ъ' — Ь с ' — С 

т ' п ' р '

+  Cz +  D)  — (А т  +  Вп +  Ср) (Лрг -f  В{у  +  Ctz -f  D J  =  0.

х  —  а У —  6 Z — с X — а у  —  6 z  —  с

46 . т п р =  0. 47. а ' — а  Ь* —  b с' —  с =  0.
т ' п ' р ' т п  р

а — а '  Ъ — Ъ' С -  с '

48 .
X — а  у — b z —  с . гдѳ положено т  = т ' п ' р’т л р 0 - с В

Ъ— Ъ' С — С  а  — а ' С —  С ' а —  а '  Ъ — Ъ'
п  — п ' р '  т ' ; р — р '  т '  п ' . 49 . m (ж — а )  -(-

0 — А  С 0 — В  А
+  п (у — Ъ) +  р  (Z — с) =  0.

К стр. 274 — 275

I. х * +  у* +  2* +  2х— 4у—6z — 2 =  0. 2 . (1, — 2, 2), R  =  4. 3 .  (1, 0, 0), Д = 1 .
4 . (О ,5/*, 0), R = 1U Y  89. 5 . ха + ya +  za— 2я — 6у + 4 z = 0 . 6 . x a +  ya +

+  г2— 2х =  0. 7. xa =  ya +  za. 8 . —. + У,,  -  1; z =  c. 9 . ЛЛх2 +  2Bh2xy  +' ал bz
4- Сй2у2 +  ‘ID h x z  +  l E h y z -f F za =  0. 10. ж2-f у 2 — x + 1  =  0. I I . Конус, 
образованный вращением прямой линии у  =  х  около оси Ох. 12. Эллипс. 
13. Конус с воршиной в начале координат и с направляющей А х -  +  2В ху  
А-Суъ +  ЧБх +  і Е у +  F  = 0 ,  z =  1. 14. Цилиндр с образующими, парал
лельными оси Oz, и направляющей жа4 - у а— 2х =  0, z = 0 .  15. Эллипсоид,

полученный от вращения околооси Oz эллипса х 2 +  jj- =  1, у =  0. 16. Од

нополое! ный гиперболоид, полученный от вращения околооси Oz гипер
болы ж2 — z2=  1, у  =  0. 17. Двухполостный гиперболоид, полученный 
от вращения около оси Ох гиперболы ж2— у2 =  4, z =  0. 18. Параболоид,
полученный от вращения около оси Oz параболы z =  x a, у*=0.
19. ж2 +  y2-f z2 — х у  — y z  — zx  — а/а =  0.
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